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ABSTRACT. In this work, we prove that, under natural conditions, one can
give representations of positive polynomials defined on a Hilbert space H
where appear squares of rational fractions with specified denominators and
the norm of powers of S∗ (where S is the unilateral shift on H). We generalize
some recent results using functional analysis methods in finite dimensional
case.
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INTRODUCTION

À la fin du XIXème siècle, Hilbert prouve l’existence de polynômes stricte-
ment positifs qui ne peuvent s’écrire comme somme de carrés de polynômes (ceci
dès que le nombre de variables est supérieur ou égal à 2). Des exemples ex-
plicites seront donnés dans la seconde moitié du XXème siècle par T.S. Motzkin,
R.M. Robinson ou K. Schmüdgen (voir respectivement [12], [19] et [20]). Le poly-
nôme P(x, y) = x2y2(x2 + y2 − 1) + 1 [12] en est une illustration. En 1900, Hilbert
pose alors la question suivante : tout polynôme de R[x1, . . . , xn] positif sur tout Rn

peut-il s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles ? C’est le 17ème
problème de Hilbert. En 1927, E. Artin [2] répond par l’affirmative en n’imposant
aucune condition sur la forme des dénominateurs. On peut aussi consulter [4] sur
le sujet. Plus récemment, par des méthodes d’analyse fonctionnelle, G. Cassier [6]
s’est intéressé à la représentation polynomiale (mais non sous la forme de somme
de carrés) de polynômes strictement positifs sur un compact d’intérieur non vide
(on peut également consulter [22] pour le cas des compacts semi-algébriques, et
[14] pour des idées similaires). La représentation des polynômes strictement posi-
tifs sur des compacts semi-algébriques, en somme de carrés de polynômes, a été
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étudiée par M. Putinar et F.-H. Vasilescu ([13] ou [15]) et aussi par K. Schmüd-
gen [21]. Dans [16], les auteurs montrent aussi que les polynômes positifs sur
des ensembles non bornés de Rn se décomposent, sous de bonnes conditions, en
somme de carrés de fractions rationnelles avec des dénominateurs de la forme
(1 + x2

1 + · · · + x2
n)m. Il s’agit ici d’une particularisation du résultat d’Artin. La

méthode utilisée, basée sur la transformation de Gelfand et Naimark, a permis
d’obtenir des décompositions avec d’autres types de dénominateurs [7] ou des
résultats analogues dans le cas opératoriel [1]. On peut aussi consulter [8].

Dans cet article, on considère H un espace de Hilbert séparable muni d’une
base orthonormale (ei)i>1. On note ‖ ∗ ‖ sa norme hilbertienne. Pour tout élément
x de H, on note (xi)i>1 ses coordonnées dans la base (ei)i>1. On définit aussi des
normes de Hölder ‖ ∗ ‖j sur cet espace, pour tout entier j = 2p,

∀x ∈ H, ‖x‖j =
( +∞

∑
i=1

x2j
i

)1/2j
< +∞.

On a donc, pour p = 0, ‖ ∗ ‖1 = ‖ ∗ ‖. Le but est d’étudier le cas où les polynômes
sont définis sur l’espace H, c’est-à-dire les polynômes en une infinité de variables.
On reporte le lecteur à la section 1 pour la définition et les propriétés essentielles.
De manière analogue à [16], on cherche des représentations des polynômes posi-
tifs P sous formes de carrés de fractions rationnelles ayant des dénominateurs uni-
versels de la forme

(1 + ‖x‖2j
j )k, k ∈ Z+.

On obtient ainsi, sous de bonnes conditions, l’existence d’un entier naturel i tel
que l’on ait la décomposition

(0.1) P(x) =
l

∑
k=1

( Qk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )mk

)2
+ ‖S∗ ix‖2j

j

u

∑
k=1

( Rk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )nk

)2
,

où mk et nk sont des entiers, Qk et Rk des polynômes sur H et S∗ l’adjoint du
shift unilatéral sur H. C’est le théorème 4.3. On peut comparer ce résultat à la dé-
composition des polynômes positifs en un nombre fini de variables obtenue dans
[16]. La méthode employée est d’ailleurs similaire. Elle est explicitée dans la sec-
tion 2. Comme conséquence, on prouve, en particulier, la densité de l’ensemble
des polynômes qui peuvent se décomposer comme dans (0.1) dans l’ensemble
des polynômes positifs sur H. On reporte le lecteur à la section 5. Des corol-
laires sur la décomposition de polynômes positifs sur des ensembles de type
semi-algébriques sont également donnés dans la section 6. On précise d’abord
la notion de polynômes sur un espace vectoriel.
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1. POLYNÔMES SUR UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ

On rappelle dans ce paragraphe des outils essentiels pour la suite. Dans
tout ce travail, on identifie polynôme et fonction polynomiale. On renvoie à [5]
ou [17] pour une étude plus précise. On dit que P est un polynôme homogène de
degré n sur H s’il existe une forme n-linéaire symétrique φ sur Hn telle que l’on
ait

P(x) = φ(x, x, . . . , x), ∀x ∈ H.

Dans ces conditions, φ est unique et se calcule par

φ(x1, . . . , xn) =
1
n!

∆xn · · ·∆x1 P,

où l’on a posé, pour x, y ∈ H,

∆xP(y) =
1
2
(P(y + x)− P(y − x)).

Tout polynôme P s’écrit donc

P = P0 + P1 + · · ·+ Pn,

où, pour tout i = 0, . . . , n, Pi est un polynôme homogène de degré i et n est le
degré de P (que l’on note deg(P)). On note φi les formes multilinéaires associées
à Pi. On a alors les équivalences suivantes.

PROPOSITION 1.1. ([5]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) φ0, . . . , φn sont des applications continues;

(ii) le polynôme P est une application continue;
(iii) P est continue à l’origine;
(iv) pour tout r > 0, ‖P(x)‖ est bornée sur la boule ‖x‖ 6 r.

Dans toute la suite, on s’intéresse aux polynômes continus sur H. Tout
polynôme P(x) = φ(x, . . . , x) homogène de degré j se décompose formellement
de la manière suivante

P(x) = ∑
I=(i1,...,ij),ik∈N∗

cI xI ,

en notant xI = xi1 · · · xij et cI = φ(ei1 , . . . , eij ).

LEMME 1.2. Soit P(x) = φ(x, . . . , x) un polynôme continu homogène de degré j
sur H. Alors on a

sup
(i1,...,ij)

|φ(ei1 , . . . , eij )| < +∞.

Preuve. Il est bien connu [5] qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour
tout polynôme homogène Q(t) = ∑

I∈Nn
qI tI de degré j en la variable t ∈ Cn, on ait

(1.1) Aj sup
I∈Nn

|qI | 6 sup
|t|=1

|Q(t)|.
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Comme P est continu, on a, d’après la proposition 1.1, sup
‖x‖=1

|P(x)| < +∞. Si on

suppose sup
(i1,...,ij)

|φ(ei1 , . . . , eij )| non fini, on peut donc trouver une suite de coeffi-

cients φ(ei1 , . . . , eij ) qui tend vers l’infini. Quitte alors à faire des projections sur j
variables choisies en fonction des termes de la suite, on obtient alors, en utilisant
l’inégalité (1.1), des polynômes homogènes de degré j en j variables qui satisfont,
pour tous les coefficients φ(ei1 , . . . , eij ) de la suite extraite, l’inégalité

|φ(ei1 , . . . , eij )| 6 A−j sup
‖x‖=1

|P(x)|,

ce qui donne une contradiction.

2. PRÉSENTATION DU PROBLÈME

2.1. DÉFINITIONS. (i) On définit Fj comme le cône positif engendré par les carrés

de fractions rationnelles ayant des dénominateurs de la forme (1 + ‖x‖2j
j )k, (k ∈

Z+). On introduit alors les ensembles Cj définis de la manière suivante

Cj = { f (x) + ‖x‖2j
j g(x); f , g ∈ Fj}.

Il est facile de voir que les ensembles Cj sont également des cônes positifs. Il faut

aussi remarquer que les ‖x‖2j
j sont bien des polynômes positifs sur H, mais ils

ne peuvent s’écrire comme somme (finie) de carrés de polynômes. On le justifie
pour j = 1. Sinon, on a la décomposition

(2.1) ‖x‖2 =
n

∑
k=1

P2
k (x),

où, pour k = 1, . . . , n, le terme Pk est, par identification, un polynôme homogène
de degré 1. Le polynôme Pk est donc, par définition, une forme linéaire continue
sur H. On a donc, pour tout k = 1, . . . , n,

Pk(x) =
+∞

∑
j=1

Pk(ej)xj,

avec, par dualité, (Pk(ej))j>1 élément de H. On en déduit
+∞

∑
j=1

P2
k (ej) < +∞.

En utilisant la relation (2.1), on a aussi
n

∑
k=1

P2
k (ej) = 1,

ce qui donne une contradiction (via Fubini) avec l’inégalité précédente.
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Cela constitue une différence majeure entre la dimension finie et le cadre
hilbertien. Dans le cas d’un nombre fini de variables, Cj n’est autre que Fj.

(ii) On introduit l’espace E comme l’ensemble des fractions rationnelles bor-
nées et on pose

Cj,+ = Cj ∩ E , Fj,+ = Fj ∩ E ,

et E+ comme étant la C-algèbre engendrée par les éléments de (Fj,+ −Fj,+). Dans

toute la suite, on impose x0 = 1. On note i tout multi-indice (i1, . . . , i2j) de Z2j
+ . On

note alors Ψ(j) (∈ (Cj,+ − Cj,+)N2j
) l’application de l’espace H dans RN2j

définie
par

Ψ(j)(x) =
( xi1 · · · xi2j

1 + ‖x‖2j
j

)
i1,...,i2j∈Z+

= (Ψ
(j)
i (x))i1,...,i2j∈Z+ .

C’est-à-dire, E+ est la C-algèbre générée par les (Ψ
(j)
i ).

(iii) On rappelle aussi la transformation due à I.M. Gelfand et M.A. Naimark
sur des formes semi-définies positives (voir [11], [10] et [16]).
Soit A une algèbre, sur C, de fonctions à valeurs complexes définies sur un espace
vectoriel X , vérifiant les propriétés suivantes{

1 ∈ A;
si f ∈ A, alors f ∈ A.

Soit ϕ une forme linéaire semi-définie positive sur A dans C, c’est à dire vérifiant

ϕ( f f ) > 0, ∀ f ∈ A.

Si la forme ϕ n’est pas identiquement nulle, on a nécessairement ϕ(1) > 0 et on
peut associer à la paire (A, ϕ) un espace préhilbertien. Il suffit en effet de poser

N = { f ∈ A : ϕ( f f ) = 0}.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, N est un idéal bilatère. Par conséquent, on
peut définir le quotient A/N qui est un A-module. En fait, on attache à ce quo-
tient A/N un produit scalaire en posant

〈 f +N , g +N〉ϕ = ϕ( f g), ∀( f , g) ∈ A2.

On définit alors ‖ ∗ ‖ϕ la norme associée au produit scalaire précédent. Pour plus
de détails, on peut consulter [9], [10]. Dans toute la suite, on note Hϕ le complété
de A/N . Hϕ est donc un espace de Hilbert.

(iv) Soit ϕ une forme linéaire sur E+, semi-définie positive. Soit Hϕ l’espace de
Hilbert associé à ϕ par la transformation de Gelfand-Naimark. Pour tout multi-
indice a de Z2j

+ , on définit les opérateurs Vj et Ta de multiplication sur E+/N par,
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pour tout f de E+,

Vj( f +N ) =
‖x‖2j

j

1 + ‖x‖2j
j

f +N ,

T0( f +N ) =
1

1 + ‖x‖2j
j

f +N ,

Ta( f +N ) = Ψ
(j)
a f +N .

On remarque que les opérateurs Vj et Ta sont bien définis. En effet, si g ∈ N ,
on a ‖Tag‖2

ϕ = 〈T2
a g, g〉ϕ 6 ‖T2

a g‖ϕ‖g‖ϕ = 0, ce qui donne bien Tag = 0. La
justification est identique pour Vj.

Enfin, dans la suite, on confond f et sa classe dans E+/N .

2.2. POSITION DU PROBLÈME. Le résultat principal de ce travail est contenu dans
le théorème 4.3. Ce théorème donne, pour tout polynôme P continu et strictement
positif sur H, vérifiant une condition technique supplémentaire, l’existence d’un
entier positif ou nul i, tel que l’on puisse écrire

P(x) =
l

∑
k=1

( Qk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )mk

)2
+ ‖S∗ ix‖2j

j

u

∑
k=1

( Rk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )nk

)2
,

où mk et nk sont des entiers, Qk et Rk des polynômes sur H et S∗ l’adjoint du
shift unilatéral sur H. La méthode employée pour la démonstration est tout à
fait parallèle à celle de [16]. Elle consiste à plonger l’espace H dans un espace
plus grand via l’application Ψ(j), définie en 2.1 (ii). Les coordonnées du plonge-
ment engendrent une algèbre de fonctions rationnelles bornées sur H. Une forme
linéaire semi-définie positive ϕ sur cette algèbre permet d’obtenir un espace de
Hilbert Hϕ en complétant le quotient de l’algèbre par le noyau de la forme sesqui-
linéaire associée à ϕ. C’est ce qui est décrit en 2.1 (iii). On définit alors les opéra-
teurs de multiplication par les coordonnées du plongement Ψ(j) (voir 2.1 (iv)).
La première étape de la démonstration, développée dans la section 3, consiste
d’abord à montrer que les opérateurs de multiplication se prolongent à Hϕ. C’est
le lemme 3.3. Ainsi on peut représenter ϕ par une mesure positive à support dans
l’adhérence de l’image de Ψ(j). C’est le théorème 3.4. On aboutit ensuite au ré-
sultat principal, dans la section 4, en séparant le cône réel décrit par les éléments
ayant une représentation comme dans le théorème et un élément n’appartenant
pas à ce cône par une forme linéaire semi-définie positive. Le fait que le support
de la mesure est contenu dans la réunion de Ψ(j)(H) et de sa frontière se traduit
par le fait qu’il faut imposer plus que la stricte positivité de P sur H. Enfin, le
terme correcteur, donné par le shift, qui apparaît ici et pas dans la décomposition
des polynômes en un nombre fini de variables de [16] est une conséquence de la
différence majeure mise en valeur dans 2.1 (i).



DÉCOMPOSITION DE POLYNÔMES POSITIFS 279

3. REPRÉSENTATION DANS LES CÔNES POSITIFS Cj,+

Le lemme suivant donne une description de l’image de H par Ψ(j).

LEMME 3.1. L’application (Cj,+ − Cj,+)N2j 3 Ψ(j) : H → RN2j
est injective. Son

image est donnée par

Ψ(j)(H) =
{

z = (zi)i∈Z2j
+

t.q.


z0 > 0,

+∞

∑
i=0

zi,...,i = 1

za1,...,a2j z
2j−1
0 = za1,0,...,0 · · · z0,...,0,a2j

za1,...,a2j = zaσ(1),...,aσ(2j) , σ ∈ S2j

}

où S2j est l’ensemble des permutations à 2j éléments.

Preuve. Si on suppose Ψ(j)(x) = Ψ(j)(x′), l’égalité

xi =
Ψ

(j)
i,0,...,0(x)

Ψ
(j)
0,...,0(x)

=
Ψ

(j)
i,0,...,0(x′)

Ψ
(j)
0,...,0(x′)

= x′i

donne directement l’injectivité. Pour la description de l’ensemble image, soit y
avec les propriétés de l’énoncé. On pose ti = yi,0,...,0/y0. Alors, des deux dernières

relations, on tire y2j
0 t2j

i = yi,...,iy
2j−1
0 . Ainsi, à l’aide de l’égalité

+∞

∑
i=0

y2
i,...,i = 1, on

déduit que t appartient à H et vérifie

y0 =
1

1 + ‖t‖2j
j

.

Par conséquent, pour tout k > 1, on a

yk,0,...,0 = tky0 =
tk

1 + ‖t‖2j
j

.

Enfin, soit a = (a1, . . . , a2j) un multi-indice, on a l’écriture suivante

ya1,...,a2j =
ya1,0,...,0 · · · y0,...,0,a2j

y2j−1
0

=
ta1 · · · ta2j

y−1
0

=
ta1 · · · ta2j

1 + ‖t‖2j
j

,

ce qui nous permet de conclure y∈Ψ(j)(H). L’inclusion réciproque est triviale.

LEMME 3.2. On a les égalités suivantes sur E+/N (en notant Id l’application
identité)

T0 + Vj = Id, ∑
k,p>0

T2
k,...,k,p,...,p = Id et ∑

k>1
Tk,...,k = Vj,

où dans le multi-indice (k, . . . , k, p, . . . , p) les entiers k et p apparaissent j fois. De plus,
avec les notations de la définition 2.1 (iv), les opérateurs T0 et Vj sont positifs sur Hϕ.
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Preuve. Pour f ∈ E+, on a

T0( f ) + Vj( f ) =
1

1 + ‖x‖2j
j

f +
‖x‖2j

j

1 + ‖x‖2j
j

f = f ,

∑
k,p>0

T2
k,...,k,p...,p f = ∑

k,p>0

x2j
k x2j

p

(1 + ‖x‖2j
j )2

f = f ,

∑
k>1

Tk,...,k f = ∑
k>1

x2j
k

1 + ‖x‖2j
j

f = Vj( f ).

On obtient ainsi les relations annoncées. Pour la positivité, il suffit de remarquer
que l’on a

〈T0 f , f 〉ϕ = ϕ(T0 f f ) = ϕ
( f f

1 + ‖x‖2j
j

)
= ϕ

( f f

(1 + ‖x‖2j
j )2

(1 + ‖x‖2j
j )

)
,

et que l’élément
f f

(1 + ‖x‖2j
j )2

(1 + ‖x‖2j
j ) appartient à Cj,+. Son image par ϕ est

donc positive par définition. La démonstration est analogue pour l’application
Vj.

LEMME 3.3. Soit ϕ une forme linéaire sur E+, semi-définie positive. Alors les
opérateurs de multiplications T0, Vj et Ta se prolongent continûment sur Hϕ en applica-
tions contractantes.

Preuve. On a, pour f ∈ E+/N

‖ f ‖2
ϕ = ‖(T0 + Vj) f ‖2

ϕ = ϕ(((T0 + Vj) f )× ((T0 + Vj) f ))

= ‖T0 f ‖2
ϕ + ‖Vj f ‖2

ϕ + 2Re(ϕ(T0Vj f f )).

Or, clairement T0Vj f f ∈ Cj,+. On en déduit que T0 et Vj sont des contractions sur
E+/N . On peut donc les prolonger par continuité. On a aussi pour tout entier n,
si on note, pour tout entier i, ĩ le multi-indice (i, . . . , i) de Z2j

+ ,∥∥∥ n

∑
k=1

T̃k f
∥∥∥2

=
n

∑
k,l=1

ϕ(T̃kTl̃ f f ) = un.

La suite (un)n>1 est donc positive, croissante et, d’après le lemme 3.2, lim
n→+∞

un =

‖Vj f ‖2
ϕ. De plus, en utilisant la forme linéaire ϕ, on a

∀k = 1, . . . , n, ‖T̃k f ‖2
ϕ 6

∥∥∥ n

∑
k=1

T̃k f
∥∥∥2

ϕ
.
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On en déduit que, pour tout entier k non nul, T̃k est une contraction. De même,
on montre que pour tout a = (a1, . . . , a2j) Ta est une contraction. On a

‖Ta f ‖2
ϕ = ϕ

( x2
a1
· · · x2

a2j

(1 + ‖x‖2j
j )2

f f
)

=
〈 x2

a1
· · · x2

aj

(1 + ‖x‖2j
j )

f ,
x2

aj+1
· · · x2

a2j

(1 + ‖x‖2j
j )

f
〉

ϕ

6 ‖Ta1,a1,a2,a2,...,aj ,aj f ‖ϕ ‖Taj+1,aj+1,...,a2j ,a2j f ‖ϕ .

Soit f un vecteur de E+/N de norme inférieure à 1. On obtient alors (où p désigne
toujours l’entier naturel vérifiant 2p = j)

‖Ta f ‖2j
ϕ = ϕ

( x2
a1
· · · x2

a2j

(1 + ‖x‖2j
j )2

f f
)2p

=
〈 x2

a1
· · · x2

aj

(1 + ‖x‖2j
j )

f ,
x2

aj+1
· · · x2

a2j

(1 + ‖x‖2j
j )

f
〉2p

ϕ

6 ‖Ta1,a1,a2,a2,...,aj ,aj f ‖2p
ϕ ‖Taj+1,aj+1,...,a2j ,a2j f ‖2p

ϕ

6 ‖Ta1,a1,a1,a1,...,aj/2,aj/2,aj/2,aj/2 f ‖2p−1
ϕ

×‖Taj/2+1,aj/2+1,aj/2+1,aj/2+1,...,aj ,aj ,aj ,aj f ‖2p−1
ϕ

×‖Taj+1,aj+1,aj+1,aj+1,...,a3j/2,a3j/2,a3j/2,a3j/2 f ‖2p−1
ϕ

×‖Ta3j/2+1,a3j/2+1,a3j/2+1,a3j/2+1,...,a2j ,a2j ,a2j ,a2j f ‖2p−1
ϕ

6 · · ·

6
2j

∏
k=1

‖T̃k f ‖ϕ 6 1.

Et donc pour tout multi-indice a, Ta est une contraction.

On peut remarquer que l’hypothèse j = 2p joue un rôle essentiel dans la
preuve du lemme précédent. À l’aide des contractions ainsi trouvées, on donne
une représentation des formes linéaires sur E+ qui sont semi-définies positives.
On considère alors P un polynôme défini et continu sur H. Clairement, il existe
une fonction QP,j en Nj variables vérifiant QP,j ◦Ψ(j)(x) = P(x)(1 + ‖x‖2j

j )−m (où
m est le plus petit multiple de j supérieur à deg(P)).

THÉORÈME 3.4. Soit ϕ une forme linéaire sur E+, semi-définie positive. Il ex-
iste deux mesures positives µ et ρ sur RN et RN2j

vérifiant l’égalité suivante pour tout
polynôme, continu à coefficients complexes, sur H (où 2mj > deg(P)) :

ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m) =

∫
P(x)(1 + ‖x‖2j

j )−mdµ(x) +
∫

QP,j(t)dρ(t).

Preuve. On se place dans l’espace de Hilbert Hϕ associé à la forme linéaire
ϕ sur E+. Par les lemmes précédents, on sait que les opérateurs Ta et Vj sont des
contractions. Le fait que ces opérateurs soient des opérateurs de multiplication
par une fonction réelle permet d’affirmer que les Ta et Vj sont auto-adjoints. On
définit A comme étant l’adhérence de l’algèbre engendrée par les polynômes en
(Ta, Vj). L’algèbre A est donc une C∗-algèbre commutative fermée de B(Hϕ). Il
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existe alors (voir par exemple [18]) une résolution de l’identité E sur les sous-
ensembles boréliens de l’espace idéal maximal (noté ∆) de A telle que l’on ait

Φ( f ) =
∫
∆

f dE, ∀ f ∈ L∞(E),

où Φ est un ∗-isomorphisme isométrique qui prolonge la transformée de Gelfand
inverse. Or l’espace ∆ peut être identifié à l’espace des caractères sur A (noté
Γ(A)).

Si QP,j est une fonction bornée sur E, en utilisant l’égalité QP,j ◦ Ψ(j)(x) =

P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m, on peut écrire

QP,j ◦ T(1) = P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m,

où T est la famille d’opérateurs (Ta)a. Alors, on obtient

ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m) = 〈QP,j ◦ T(1), 1〉ϕ =

∫
Γ(A)

QP,j(t)d〈E(t)1, 1〉.

On veut alors appliquer le lemme 3.1. Si γ ∈ Γ(A) est un caractère, on utilisera
la notation suivante : γa = γ(Ta). En utilisant le lemme 3.2 combiné avec la
commutativité de la famille d’opérateurs étudiés, on voit que si γ0 > 0, alors il
existe x ∈ H tel que γ(T, Vj) = Ψ(j)(x). Dans le cas contraire, on a γ0 = 0 puisque
l’opérateur T0 est un opérateur positif. Alors on obtient la représentation voulue

ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m) = 〈QP,j ◦ T(1), 1〉ϕ

=
∫

t∈Ψ(j)(E)

QP,j(t)d〈E(t)1, 1〉+
∫

γ∈Γ(A),γ0=0

QP,j(t)d〈E(t)1, 1〉

=
∫

P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−mdµ(x) +

∫
QP,j(t)dρ(t),

où les mesures µ et ρ sont deux mesures positives définies par{
µ(τ) = 〈E(Ψ j(τ) ∩ {γ/γ0 > 0})1, 1〉,
ρ(σ) = 〈E(σ ∩ {γ/γ0 = 0})1, 1〉.

Il reste alors à montrer que QP,j est effectivement borné sur E. Soit γ un caractère.
Si γ vérifie γ0 > 0, il existe donc x ∈ H tel que (γ(T)) = Ψ(j)(x) et donc on a la
relation

QP,j(γ(T)) = P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m.

Or, par continuité du polynôme P, il existe une constante M telle que l’on ait

P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m 6 M

et, l’application QP,j(γ(T)) = P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m est donc bornée. Sinon, par une

simple récurrence sur le nombre d’indices non nul, on peut affirmer que γ(Ta)
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est nul dès que l’un des indices est nul. Dans ces conditions, on en déduit que
QP,j(γ(T)) est égal à la valeur de Q̃P,j(γ(T)) où Q̃ est la partie homogène de plus
haut degré. Ainsi, on obtient la relation

QP,j(γ(T)) = lim
‖x‖j→d+∞

P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m 6 M,

où la limite est prise suivant une direction d donnée. La fonction QP,j est donc
dans L∞(E), ce qui achève la démonstration.

4. DÉCOMPOSITION DES POLYNÔMES POSITIFS

On applique les résultats de la section 3 pour obtenir des décompositions
particulières des polynômes (à coefficients réels) continus et positifs sur H.

DÉFINITIONS ET NOTATIONS 4.1. On note dans la suite S le shift unilatéral
sur H et S∗ son adjoint. On définit alors, pour tout entier i, les cônes C i

j par

C i
j = { f (x) + ‖S∗ ix‖2j

j g(x), f , g ∈ Fj}.

On a C0
j = Cj et on remarque que, pour tout entier i > 1, on a l’inclusion C i−1

j ⊂ C i
j .

On pose alors

C i
j,+ = C i

j ∩ E et C∞
j,+ =

⋃
i>1

C i
j,+.

On peut noter que les inclusions sur les cônes C i
j impliquent les inclusions

suivantes C i−1
j,+ ⊂ C i

j,+.

LEMME-CLÉ 4.2. Pour tout entier non nul j, le polynôme constant égal à 1 appar-
tient à l’intérieur de C∞

j,+.

Preuve. On procède comme dans Lemme 15 de [1]. Il suffit de remarquer
que, en posant i = (i1, . . . , ik), i = max(ik) + 1 et ξi,m = xi1 · · · xik /(1 + ‖x‖2j

j )m,

on a l’existence de fractions gk et hk de tels que 1 = ξ2
i,m + ∑

k
g2

k + ‖S∗ ix‖2j
j ∑

k
h2

k .

On termine alors exactement comme dans [1].

On énonce alors un théorème de décomposition des polynômes continus et
positifs sur H relativement à l’ensemble C∞

j,+.

THÉORÈME 4.3. Soit P un polynôme, à coefficients réels, défini et continu sur
H. Si P est strictement positif sur H et s’il existe une fonction associée QP,j qui soit
strictement positive sur l’adhérence de Ψ(j)(H) privée éventuellement de 0, alors il existe
un entier i tel que le polynôme P soit dans le cône C i

j .
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Preuve. Soit QP,j une fonction associée à P (c’est à dire QP,j ◦ Ψ(j)(x) =

P(x)(1 +‖x‖2j
j )−m), vérifiant les conditions du théorème. On suppose que P(x)(1+

‖x‖2j
j )−m n’est pas dans un cône convexe C∞

j,+ qui est d’intérieur non vide par le
lemme 4.2. En utilisant un résultat de Mazur [3], il existe une forme linéaire ϕ sur
R qui sépare ces deux convexes. C’est-à-dire

inf{ϕ( f ); f ∈ C∞
j,+} > ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j

j )−m).

Par construction, si on a f ∈ C∞
j,+, alors, pour tout entier n, on a aussi n f et f /n

dans C∞
j,+. Par passage à la limite, on en déduit ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j

j )−m) 6 0 et
Φ( f ) > 0 pour tout f ∈ C∞

j,+. On prolonge alors ϕ en une forme linéaire sur E+.
La positivité de la forme linéaire ϕ sur C∞

j,+ entraine que son extension, que l’on
notera toujours ϕ, est semi-définie positive sur E+. On peut donc appliquer le
théorème 3.4 à ϕ pour obtenir

0 > ϕ(P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m) =

∫
P(x)(1 + ‖x‖2j

j )−mdµ(x) +
∫

QP,j(t)dρ(t).

Or, par construction, les deux mesures positives ne peuvent avoir un support
vide simultanément. De plus les fonctions intégrées sont strictement positives
sur ces supports respectifs. Donc, on obtient l’inégalité stricte∫

P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−mdµ(x) +

∫
QP,j(t)dρ(t) > 0,

qui donne une contradiction. Donc P(x)(1 + ‖x‖2j
j )−m est, en particulier, dans

C i
j,+, pour un certain entier i. On en déduit aisément que P est un élément du

cône positif C i
j .

REMARQUES 4.4. (i) Le théorème 4.3 donne donc, pour tout polynôme P,
vérifiant de bonnes conditions, continu et strictement positif sur H, l’existence
d’un entier positif ou nul i, tel que l’on puisse écrire

P(x) =
l

∑
k=1

( Qk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )mk

)2
+ ‖S∗ ix‖2j

j

u

∑
k=1

( Rk(x)

(1 + ‖x‖2j
j )nk

)2
,

où mk et nk sont des entiers, Qk et Rk des polynômes sur H. Dans la section
suivante, on montre que l’ensemble des polynômes continus et positifs ayant une
telle décomposition est dense dans l’ensemble des polynômes continus et positifs.

(ii) Contrairement au cas d’un nombre fini de variables [16], on ne contrôle
pas le degré des dénominateurs des fractions rationnelles qui apparaissent dans
la décomposition.

(iii) Le théorème précédent est un analogue du théorème 4.2 de [16] dans
le cas d’un espace de Hilbert. Les conditions de décomposition sont compara-
bles. On remarque simplement l’existence de termes correcteurs faisant appa-
raître l’expression ‖x‖2. Cela provient essentiellement du fait que les termes du
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type ‖x‖2 ne sont plus des sommes de carrés de polynômes (on peut se reporter
aux sections 1 et 2).

5. APPLICATIONS

Dans cette section, on donne quelques conséquences du théorème 4.3. On
commence par un lemme qui permet de contrôler le support des mesures posi-
tives qui apparaissent dans le théorème 3.4.

PROPOSITION 5.1. Soit Φ une forme linéaire sur E+, semi-définie positive. On
suppose qu’il existe un polynôme (à coefficients réels) R et une fonction associée QR,j
vérifiant 

QR,j ◦ Ψ(j)(x) = R(x)(1 + ‖x‖2j
j )−l ,

Φ
( R f f

(1 + ‖x‖2j
j )l

)
> 0, f ∈ E+ .

Alors le support des mesures positives µ et ρ vérifie{
supp(µ) ⊂ R−1(R+),
supp(ρ) ⊂ Q−1

R,j(R
+)− {0},

Preuve. Si Φ(R f f (1 + ‖x‖2j
j )−l) > 0 on obtient l’inégalité suivante

〈QR,j(T) f , f 〉Φ = 〈QR,j ◦ Ψ(j)(1) f , f 〉Φ = Φ(R f f (1 + ‖x‖2j
j )−l) > 0.

Donc l’opérateur QR,j(T) est positif dans l’espace de Hilbert HΦ. En utilisant les
propriétés de multiplicativité et de linéarité des caractères, on a, pour tout γ ∈
Γ(A),

γ(QR,j(T)) = QR,j(γ(T)) > 0.

Ceci signifie exactement que γ(T) est dans Q−1
R,j(R

+). On obtient ainsi les inclu-
sions annoncées pour les supports (en décomposant, à nouveau, Γ(A) = {γ/γ0 =
0} ∪ {γ/γ0 > 0}).

On peut donner quelques exemples de polynômes vérifiant les hypothèses
des théorèmes précédents.

PROPOSITION 5.2. Soit P un polynôme (à coefficients réels) défini et continu sur
H. Si P = U + V est strictement positif H et s’il vérifie

deg(U) > deg(V),
QU,j(t) > 0, ∀t ∈ Ψ(j)(H)− {0},

alors il existe un entier i tel que le polynôme P soit dans le cône C i
j .
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Preuve. Il suffit de reprendre les preuves des deux théorèmes principaux de
la section précédente en remarquant que la condition deg(U) > deg(V) affirme
que, pour tout caractère γ vérifiant γ0 = 0, on a

QP,j(γ(T)) = QU,j(γ(T)) > 0.

En effet, cela est une conséquence du fait suivant : si γ0 = 0, on a γa = 0 dès qu’il
y a un zéro dans a.

Cette dernière proposition peut se traduire par : pour un polynôme stricte-
ment positif, s’il existe une partie dominante ayant une fonction associée qui
est strictement positive sur Ψ(j)(H) − {0}, le polynôme est dans le cône C∞

j . On
donne ci-dessous quelques exemples pour lesquels cette propriété est vérifiée.

EXEMPLES 5.3. On se place dans le cas où j = 1. On peut donner sans au-
cune difficulté des exemples du même type pour toute valeur de j = 2p.
(a) Soit P un polynôme défini, continu et strictement positif sur H, de degré n.
Alors pour tout réel strictement positif ε, on pose

Pε(x) = ε‖x‖2n + P(x), x ∈ H.

Le polynôme Pε est dans C∞
1 . En effet, Pε est strictement positif sur H. Il suffit

donc de montrer qu’il existe une fonction associée QPε ,1 strictement positive sur
Γ(A). Si γ0 > 0, il n’y a aucun problème puisque on est dans Ψ(j)(H). Sinon, on
obtient, en utilisant la méthode donnée dans la partie précédente, une fonction
QPε ,1

QPε ,1(γ(T)) = ∑
i1,...,in

εγi1,i1 · · · γin ,in = ε
(

∑
i>0

γi,i

)n
> 0.

En effet, tous les γi,i sont positifs car les Ti,i sont des opérateurs positifs. De plus,
comme γ0 = 0, on a ∑

i>0
γi,i = 1 (c’est une conséquence directe du lemme 3.2).

(b) On considère les polynômes de la forme

Sε(x) = ∑
k

εkx2m
k + P(x)

où P est un polynôme défini, continu et strictement positif sur H et où la suite
(εk)k vérifie

inf
k

(εk) ∈ R∗
+ et sup

k
(εk) ∈ R∗

+.

De la même manière que précédemment, on montre que tous ces polynômes sont
dans un cône positif C i

1.

Les exemples construits permettent aussi d’obtenir des résultats de densité.
On précise d’abord quelques notations. Par le lemme 1.2, on sait que si P est un
polynôme continu sur H, tous ses coefficients sont bornés. On peut donc normer
l’espace des polynômes continus sur H en posant

|||P||| = sup
α
‖cα‖,
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si (cα)α représente la suite des coefficients de P.

THÉORÈME 5.4. Soit N une norme sur l’ensemble des polynômes continus sur H
moins fine que la norme ||| · |||. Alors l’ensemble des polynômes continus sur H qui sont
dans C∞

j est dense dans l’ensemble des polynômes continus non négatifs sur H.

Preuve. Soit P un polynôme continu non négatif sur H. Pour obtenir le ré-
sultat, il suffit de perturber le polynôme P par un élément de la forme ε(1 +
‖x‖2)n, avec n > deg(P), et appliquer alors la méthode de (i) de l’exemple 5.3.

REMARQUE 5.5. On peut remarquer que de tels résultats de densité ont
également été obtenus par M.A. Dritschel [8] pour des carrés de fractions avec
d’autres dénominateurs dans le cadre d’un nombre fini de variables. On généra-
lise donc ici au cadre hilbertien ce qui est connu dans la dimension finie.

6. POSITIVITÉ ET ENSEMBLES SEMI-ALGÉBRIQUES

Dans cette section, on donne quelques généralisations, à des ensembles de
type semi-algébriques, des résultats de la section 4. Les démonstrations se trans-
posent aisément dans ce cadre. On dit qu’un ensemble F est de type semi-algébrique
s’il existe une famille finie P1, . . . , Pm de polynômes, continus sur H, telle que

F =
m⋂

k=1

P−1
k (R+).

On définit les cônes Gj par les relations suivantes

G i
j = C i

j + P1C i
j + · · ·+ PmC i

j .

THÉORÈME 6.1. On se donne m polynômes réels P1, . . . , Pm, continus et de de-
gré multiple de 2j, définissant un ensemble de type semi-algébrique F. Soit aussi P un
polynôme (à coefficients réels) défini et continu sur H de degré multiple de 2j. Si P est
strictement positif sur F et s’il existe des fonctions QP,j, QP1,j, . . . , QPm ,j, associées à
P, P1, . . . , Pm, vérifiant les conditions suivantes

QP,j(t) > 0 ∀t ∈
( ⋂

k

Q−1
Pk ,j(R

+)
) ⋂

(Ψ(j)(H) \ {Ψ(j)(H); 0}),

alors il existe un entier i tel que le polynôme P soit dans le cône G i
j .

Preuve. On remplace les cônes C i
j par G i

j . La condition supplémentaire est
nécessaire pour être certain qu’il existe des polynômes P avec la condition sur
QP,j qui soit vérifiée.

Si on ne demande aucune condition sur les degrés, on peut donner des
représentations mais avec des fractions dont les dénominateurs sont du type
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(1 + ‖x‖2j
j )m/2j, avec m entier. On note Υ(j) l’application de l’espace H dans

l’espace RN définie par

Υ(j)(x) =
( xk

(1 + ‖x‖2j
j )1/2j

)
k∈Z+

= (Υ(j)
k (x))k∈Z+ .

On note
√
C i

j le cône positif engendré par les carrés de fractions avec des dénomi-

nateurs de la forme (1 + ‖x‖2j
j )m/2j et des numérateurs de la forme R(x, (1 +

‖x‖2j
j )1/2j) (R étant un polynôme) ainsi que par ‖S∗ix‖2j

j .

Si on note les Uk les opérateurs multiplications par la fraction Υ
(j)
k , il existe

toujours une fonction associée Q′
P,j vérifiant l’égalité suivante

P(x)

(1 + ‖x‖2j
j )deg(P)/2j

= Q′
P,j ◦Υ(j)(x) = Q′

P,j(U)(1).

On définit les cônes
√
G i

j par les relations suivantes√
G i

j =
√
C i

j + P1

√
C i

j + · · ·+ Pm

√
C i

j .

Alors on peut énoncer le théorème suivant

THÉORÈME 6.2. Soient m polynômes P1, . . . , Pm, (continus, à coefficients réels)
définissant un ensemble de type semi-algébrique F. Soit P un polynôme défini et continu
(à coefficients réels) sur H de degré arbitraire. Si P est strictement positif sur F et s’il
existe des fonctions, associées à P, P1, . . . , Pm, Q′

P,j, Q′
P1,j, . . . , Q′

Pm ,j (à coefficients réels)
vérifiant la condition suivante

Q′
P,j(t) > 0, ∀t ∈

( ⋂
k

Q′−1
Pk ,j(R

+)
) ⋂

(Υ(j)(H) \ {Υ(j)(H); 0}),

alors le polynôme P est dans le cône
√
G i

j pour un entier i.

REMARQUES 6.3. (i) Si on se place dans le cadre d’un nombre fini de vari-
ables x1, . . . , xm et si on pose j = 1, on retrouve des résultats analogues aux
théorèmes 4.2 et 4.5 de M. Putinar et F.-H. Vasilescu [16].

(ii) Sans aucune difficulté, on peut énoncer l’analogue de la proposition 5.2
dans ce cadre. De plus, il est facile de donner des exemples simples où ces
résultats s’appliquent, en procédant comme dans 5.3. Grâce à une perturba-
tion des polynômes positifs par des éléments de la forme ‖x‖deg(P)+1

j ou (1 +

‖x‖2j
j )(deg(P)+1)/2j on peut même obtenir la densité du cône

⋃
i

√
G i

j dans l’ensemble

des polynômes positifs sur l’ensemble de type semi-algébrique F.
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(iii) Bien évidemment ce qui est valable pour un fermé de type semi-algébri-
que reste valable pour un fermé quelconque à la condition de prendre une famille
dénombrable de polynômes plutôt que d’en prendre une famille finie.
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