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SUR LA NOTION DE VALEUR CARACTERISTIQUE

THIERRY FACK

INTRODUCTION

A tout opérateur compact k d’un espace hilbertien, on associe classiquement
la suite (u,(k)),cn de ses valeurs caractéristiques et on a:

(1) X1 #w0) < T () T 1(0)
@ Y i+ 0) < Y @ + Y, 00)

cf. [16]). De ces deux inégalités découlent d’autres inégalités comme celles de Holder
et Minkowsky pour opérateurs, ou comme celle de Golden et Thompson (cf. {5], [14]).

L’objet de cet article est de démontrer (1) et (2) et d’en donner des applications,
dans le cas d’une algébre de von Neumann M, munie d’une trace normale semi-
finie fidéle Trace,, .

Le paragraphe 1 définit pour tout réel ¢ > 0 et tout u e M la “¢-iéme valeur
caractéristique” p,(u) de u. Cette notion est die & F. J. Murray et J. von Neumann
(cf. [10]) dans le cas des facteurs finis. Nous étudions en détail les propriétés de la
fonction u — p,(1) puis nous donnons une caractérisation de certains idéaux de M
(qui sont ceux des opérateurs de rang fini, & trace ou compacts quand M = L())
a Paide de la fonction t-iéme valeur caractéristique.

Le paragraphe 2 est consacré & la généralisation de (1). Soit A4,k) =

|4

= exp SLog us(k)ds le produit continu des s premiéres” valeurs caractéristiques

0
de k. Soit © ’adhérence normique de 'idéal Z = {k € M, Trace,(suppk™®) < +oo}.
(Pour M = #(#) munie de sa trace usuelle, S est I’idéal des opérateurs compacts.)
Si u,ve S, on a:

(1) A(uv) < A()A(v).
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t

Le paragraphe 3 généralise I'inégalité (2): si @,(k) = S,us(k) ds est la somme

0
continue des “z premiéres” valeurs caractéristiques de k, on montre que application
k > ®,(k) est une norme quand on la restreint 2 &.
Le paragraphe 4 démontre, pour v, ¢ € S, les inégalités:

t t

3 Sf[us(u + lds < Sf[ﬂs(u) + u(0))ds

si f:[0, +oo[ — R est continue, convexe et croissante,
t t

@ Sg[us(uv)lds < ngs(ums(v)] ds
1) 0

si g:[0, +oo[ = R est continue croissante, et si goexp est convexe dans
[—o0, +oof .

La démonstration repose sur I'analogue “continu” d’un lemme général
€lémentaire de H. Weyl [16] donnant des inégalités de convexité entre deux suites
décroissantes de nombres réels. De (3) et (4), on déduit les inégalités de Minkowsky
et Holder pour opérateurs.

Les paragraphes S et 6 sont consacrés A la généralisation de 'inégalité de
Golden et Thompson:

{5) Trace(exp(« 4- v)) € Trace(expu expv)
pour u, ve M, (C), u=u* v=rv* (cf. [5], [14]). Les travaux consacrés a cette
question sont nombreux en raison de I'intérét physique de (5). Soient H, I’énergie

cinétique d’un systéme, H, son énergie potentielle et H = H, + H, son Hamiltonien;
les quantités

E = — @ LogTrace (exp(—— g))

H, H.
E,, = — O LogTrace | exp|[ — = Jexp| — =%
1= = 0 Logtrace (exp( — 3 Jore( — )

sont respectivement la fonction énergie libre de Helmholtz (cas quantique) et ’évalua-
tion classique de cette quantité pour @ = T, & étant la constante de Boltzmann
et T la température absolue. L’équation (5) implique Y'inégalité importante:

et

E, < E
(cf. [5D.
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La formule de Golden et Thompson a été successivement généralisée au cas
des algebres de von Neumann a trace par M. B. Ruskai {13] puis & celui des algébres
de von Neumann sans trace par H. Araki [1], la notion d’Hamiltonien relatif rem-
placant alors celle de trace. D’un autre c6té, A. Lenard [9] puis C. J. Thompson [15]
ont montré la validité¢ de la formule (5) pour d’autres fonctions que la trace (par
exemple, pour toute norme matricielle unitairement invariante). A cet effet, ils
introduisent un ordre partiel < sur M, (C) tel que:

exp(u + v) <€ exp(u)exp(v) pour u, v hermitiens

et montrent que certaines fonctions sont croissantes pour l'ordre < . Reprenant
cette idée, nous introduisons pour toute algébre de von Neumann munie d’une
trace un ordre < généralisant celui de Lénard et Thompson. Pour u, v convenable-
ment choisis, on a:

©) [exp(—é’;)exp(%) ] <exp(u)exp(v)

ce qui nous permet de démontrer la formule de Golden et Thompson pour les
fonctions de la forme

k +— Trace(g(lk[))

ot g:[0, +col = R est continue croissante, g(0) =0 et goexp est convexe
dans [— 00, 4+-0o[. En particulier, si N,(k) = Trace(k|?)’” (p > 0), on a:

Ny(exp(u + v)) < N (expuexpv) .
Si Tracey(l) < +o0, on a
@) exp(u + v) < exp(u)exp(v)

et I’'on démontre alors la formule de Golden et Thompson pour une vaste classe
de fonctions considérée par A. Grothendieck dans [6).

1. FONCTION “+IEME VALEUR CARACTERISTIQUE”

Dans tout ce travail, on supposera donné un couple formé d’une algébre de
von Neumann M et d’une trace normale semi-finie fidéle sur M, , notée Trace,, .
Notre point de vue sera de considérer le couple (M, Trace,) comme [’analogue
non commutatif d’un espace mesuré.

On notera P I’ensemble des projecteurs de M et, pour tout réel ¢ > 0, P,
I'ensemble des e € P tels que Tracey,(l — e) < ¢.

1.1. DEFINITION. Soient u e M et t > 0. On appelle “t-iéme valeur caractéris-
tique de v’ le nombre

Heu) = Inf{”ue”’ ee Pt} :
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La fonction ¢ > u,(u) est décroissante, positive, et vérifie u(u) = ||u|l. De plus,
1,(Au) = |Aju,(u) pour tout e C. La définition 1.1 ne suppose pas que M est
représentée dans un espace de Hilbert. Cependant, si M opére dans un espace de
Hilbert 3¢, on a la formule du minimax:

w(w)=Tof ( Sup [jue]).
eEP, lge(X), $i=1
1.2. EXEMPLES
1.2.1. Soient M = L*®(Q, v) I'algébre des fonctions mesurables bornées sur

PPespace mesuré (2, v) et Tracey (1) = \udv. On a:

() = Inf{s 2 0, v({we Q, lul(w) > s}) <t}

de sorte que P’application ¢ — u,(u) n’est pas autre chose que le réarrangement
décroissant de la fonction |u| (cf. [12]).

1.2.2. Soit M = £(H) l'algébre des endomorphismes d’un espace hilber-
tien 3, munie de la trace valant 1 sur les projecteurs de rang 1. Notons 3,
I’ensemble (éventuellement vide) des sous-espaces fermés de codimension r de J#.
Pour ue £() on a

Inf ( Sup luéi) si n < dims#,
Il,.(u) _ JHeX, CeH, =1

0 si n 2 dims#
et
uWy=p, () sin<t<n—+ 1.

La fonction ¢ +— p,(u) est une fonction en escalier qui est alors entiérement déter-
minée par Ja suite (u,()),cn des valeurs caractéristiques de » au sens de H. Weyl.

1.3. PROPOSITION. Soient ue M et t > 0. Soit {e;},cgp, I'unique résolution
+oo

de lidentité continue a droite telle que |u| = Ade; .

Alors:
u () = Min{d > 0, Trace,(l — ¢;) < ¢}.

Preuve. On peut supposer que M opére dans un espace de Hilbert 3. Posons
v,(u) = Inf{l > 0, Trace,(1 — ;) < t}; la borne inférieure est atteinte puisque
+00

Trace,, est normale. Puisque u¥u = S ldew, on a v, (u¥u) = v,(u)?, et il suffit

[
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de prouver que
v u)= Inf [ Sup  (W*ué|&)],

e€P, EC€e(H), Kil=1
ou encore que v,(u) est égal a
By = Inf [ Sup  (u|)]

cEP, {€e(d), [5i=1

pour tout u# > 0. Posons e = €y, - Alors ee P, et ¢; = ¢ pour Eee() et
A = v(u), de sorte que:
vl(u)
(wel®) — S 2d(e:819) < vl Ele
0
Ceci prouve que f,(u) < v,(u). Si B,(u) # v,(u), il existerait e € P, tel que

Sup  (u¢|d) =a < v,u).
e e, 'El=1

Soit A = 0 tel que & < A < v, (). On aurait
Tracey (] — e) < 1 < Tracey, (1 — e;)

et une démonstration analogue a celle de [10] (lemme 14.22, p. 210) prouverait
Pexistence d’un vecteur e (l — e () Ne(H), [|[Ell=1. Alors ¢,{ =0 pour
n <, dou
e}
weld) — S kdle,£12) > e = A
A

et on aurait o > A, ce qui est absurde. Q.E.D.

1.4. REMARQUES

1.4.1. Pour u > 0, il résulte de la démonstration ci-dessus que:

mw) = Inf [ Sup  (u¢|&)].

eeP, fEe), )=

Cela implique en particulier la croissance de la fonction u +> p,(u) sur M, .

1.4.2. De la formule u(u) = Min{i > 0, Trace,(l —¢;) < ¢}, il résulte
immédiatement que la fonction ¢ — p,(u) est continue a droite pour u € M.

Nous allons maintenant étudier le comportement de la fonction u > pu,(u)
vis-a-vis des différentes opérations sur M, en commengant par celle de réduction
par un projecteur. Si ¢ € P, on note TraceMe la trace induite sur M, par Trace, .
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1.5. PROPOSITION. Soit e un projecteur de M. On note ut la fonction “t-iéme
valeur caractéristique’ relative a TraceMe .

(1) Pour tout ue M, et tout réel t = 0, on a
Heue) < pu) -
(1) Soit ue M, unélément commutant a e et vérifiant u, > \iu,_,|le. Alors, ona
uu) = pf(u,) pour tout réel te [0, Trace,le) .
(iti) Soit ue M, . On suppose que Supp(u) < e. Alors, on a
1 (u) = ué(u,) pour tout réel tel0, Traceyl(e)l.

Preuve. Notons P§ I’ensemble des projecteurs f e M, tels que Trace, (e — f) < ¢.
(i) Soit fe P,. Alors e, = e A f appartient a P¢ car ¢ — e A f est équivalent
a e vf — f, lequel est majoré par 1 — f. De plus:
Sup  lleuelil < Sup [,
fee (90, [8=1 sefix), Ei=1
donc
Hi(u) < p(u) -

(ii) Le (i) montre que pi(u,) < p(u). Soient & > 0 et pe P¢ tels que
1(u,) + ¢ 2 {lupl. Soit f=p+1—e. Ona feP, et, pour

=86+ Gef(F), Liep(#), Ce(l —e)(H),
(WE[E) = (u&,]&1) + Wé,lEs) .
@&118) < |leupll 11117 < (ui(ue) + )l &y P

on a:

On a

car &, € p(3#). L’hypothése (ii) implique que ué(u,) = lu; .|| pour 0 < ¢ < Tracey(e)
donc que (W&,l&) < pE@)|| & /% 11 s'ensuit que
@81) < (i) + 9l

pour tout & € f(H#) et
1) < pi(u,) + ¢

pour 0 < t < Tracey(e), d’ou le résultat.
(iii) Résulte trivialement de (ii). Q.E.D.

1.6. PROPOSITION.
(1) Soient ue M et t 2 0. Alors,

u ) = p(ul) = p, () .
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(1) Soient ue M, et t = 0. Alors,

m(fw) = [, ()

pour toute fonction croissante continue f : [0, [[u|]] » R, telle que f(0) = 0.
(iii) Soient u,ve M et s,t > 0. Alors,

Hes s(u + v) < p () + plv),
Iﬂt(u) - .“t(v)l < ”u — UH

(iv) Soient u,ve M et s,t = 0. Alors,

Bersuv) < p (1) (v).

Preuve. (i) On peut supposer que M opére dans un espace de Hilbert 5.
Comme ||u€]| = |||ulé|| pour tout & e 3, on a pu(u) = u,(jul). Soit e, (resp. e;) le
support de |u]| (resp. [u*|). Si u = v]u] est la décomposition polaire de u, ’application
x > vxv* est un isomorphisme de M. sur M., qui échange les traces induites et
transforme |u|e1 en Iu"‘lez. On a donc

ﬂfl(iulel) = ﬂfz(|u$|e,__) d’ol  p,(u) = p,(Jul) = p(u*]) = p(u*)

en vertu de la proposition 1.5 (iii).
+-00 +o0

(i) Si u= S Ade; et flu) = S Adp, sont les décompositions spectrales de u

o
et f(u), on a e; = 1j_q, 1(u) = 1]_000, son(f()) = py;y. L’assertion (ii) résulte
immédiatement de cette remarque et de 1.3.
(iii) Soient o > p,(u) (resp. p > p(v)), e, € P, (resp. e, € P,) tels que [[ué|| <
< afi&ll (resp. [[v€] < BliEl) pour tout &ee () (resp. & eel(H)). Alors
ey ne.e P, car

Tracey, (1 — e, A ey) = Trace, (1 — e) v (1 — &) <
< Tracey(l — e,) + Trace, (1 — e,).
D’autre part, pour £ € (e, A e,)(#), on a:
[+ )¢l < (@ + BIEN,
de sorte que p,, (1 + v) < a -+ B et donc . (u + v) < u(uw) + p(v). En faisant

s =0, il vient g, (u + v) < p,(u) + ||v|, d’ou la deuxiéme inégalité.
(iv) Soient a, f, e, € P, et e, € P, comme dans la démonstration de (iii). Posons

p = es A [l — Supp((l — e))v)].
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On a:
Tracey (1 — p) < Tracey, (1 — e,) + Trace,(Supp((1 — e,)v))

d’ou Tracey(1 —p) < t + s, car Supp((1 — e;)v) est équivalent & Supp(v*(1 — ¢,)) <
< 1 — ¢, . Par ailleurs, pour {ep(#), on a i|v! < B|&| et, puisque & est
orthogonal a Pimage de v*(l — ¢)), vl ee(H) et |uvt] < ofjv|| < 2BYEN. On
en déduit

Moy s(up) < of,
donc

B i s(uv) € pwp(v) Q.E.D.

1.7. COROLLAIRE. (i) Soient ue M, et e, f deux projecteurs orthogonaux
de M, de somme 1. Pour s,t >0, on a:

Hers(U) < pleve) + py( fuf).

(i) Soient u, ve M. Pour tout réel t > 0, on a pu(uv) < ||ullu,(v) et p(ur) <
< ol ). En particulier, p uv) = p(v) si u est unitaire.

Preuve. (i) Posons u' = euw'’®. On a p(u'u'*) = p,(u'*u’), donc u,(eue) =

= u(ul?eul’?) pour tout réel r > 0.
D’aprés 1.6 (iii), on a:

Hews(U) < p(utPed?) + p(utPfull?y =
= pleue) + pu fuf).

(1) Résulte immédiatement de 1.6 (iv). Q.E.D.

1.8. LEs IDEAUX £, % ET ©. Soit Z I'idéal engendré par ¥, ={keM,,
Trace, (k) < + oo}. Les projecteurs de % engendrent un idéal & qui est exactement
I’ensemble des k € M tels que

Trace,(Suppk™®) < +o0.

Notons S I'adhérence normique de 2. Les résultats suivants sont bien connus
(cf. [3], p. 14, exercice 6):

APl <G,

(ii) 2 est le plus petit idéal bilatére de M dont "adhérence uniforme est .

Si M est un facteur, Z, & et & ne dépendent pas du choix de la trace et sont
respectivement 'idéal des éléments de rang fini, I'idéal des éléments a trace et I’idéal
des éléments compacts de M. Pour 'algébre M = £(3#), on retrouve les notions
classiques d’opérateurs de rang fini, 4 trace ou compact. Si M n’est pas un facteur,
alors #, ¥ et © dépendent du choix d’une trace. Ainsi, pour M = L®(&, v) et
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Tracey(u) = Sudv, on a:
02
= {k e L®(Q, v), k est a support v-intégrable},

&L= L=(Q, v) n L\(Q, v),

S = {ke L*(Q, v), (Ve > 0) (J4, v-intégrable) tel que |k| < & v-p.p. sur
ONA4,}.

Donnons maintenant une caractérisation de #, % et @ au moyen des fonctions
t = u, (k).

1.9. PROPOSITION. Soit ke M. Alors, on a:
(i) ke R <t u k) est a support borné.
(ii) ke @ < limy, (k) = 0.

{00

Preyve. (i) Pour t 2 0, on a:

1 (k) = 0= Tracey,(1 —ey) < ¢

Comme 1 — ¢, = Supp(k), 'assertion (i) est immédiate.
(ii)) Si ke S, on a limy, (k) =0 en vertu de (i) et de 1.6 (iii). Récipro-

100

quement, supposons que lnmu,(k) = 0. Pour tout ¢ > 0, il existe un réel + > 0
tel que p,(k) < e. Soit e, eP tel que ||ke,|| < & et posons k, = k(I —e,). On a

Supp(k,) € 1 — e, et Tracey(l —e,) <t, donc k,e#. Comme |k — k. =
= ||ke, || <& onake@. Q.E.D.

1.10. LEMME. Soient ke G, et f:]0,{k|]— une fonction borélienne
bornée 4 support compact dans 10, ||k|]). Alors: f(k)e , la fonction t — f{u,(k))
est borélienne bornée, a support compact sur R, , et on a:

400

Trace, (f(k)) = g Ak dr.

Preuve. On peut supposer que f est positive. Soit 6 > O tel que Supp(f) =
+00

< [6,|lk|]. Sik = S Ade, est la décomposition spectrale de &, on a:

0

Jtk) < [ flloa(l — €5) -

Or il existe ¢ >0 tel que p,(k) < 6 (proposition 1.9 (ii)), donc Trace, (1 —es) <t < +oo.
Il s’ensuit que f(k)e A. 1 est clair par ailleurs que la fonction 7+~ f(u,(k))
est borélienne bornée a support compact. Soit v, la mesure sur ]0, [k]]]}, image
de la mesure de Lebesgue par I'application ¢ — (k). Soit v, la mesure sur ]0, ||k |]
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définie par vy(f) = Trace,(f(k)) pour f continue a support compact sur 0, || k1]
11 nous suffit, pour démontrer notre lemme, de prouver que v, = v,. Or, pour tout
a>0,on a:

vo(la, || kl) = Tracey(l — e,) =
= mesure{t > 0, Tracey(l —e,) > t} =
= mesure{t > 0, p, (k) > a} = v,(la, || k],

d’oli v, = v, et, finalement:

“+co

Tracey(f(k)) = Sf(,u,(k)) dr. Q.E.D.

1]
1.11. PrRopPoOSITION. Soit ke M. Alors, on a:
ke & <t pfk) est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur R, .

De plus, si ke ¥, , on a:

to00
Trace,, (k) = S ukyde.
1]

Preuve. On peut supposer, sans perte de généralité, que k e €, . Pour tout
entier # > ||k|l, posons
. 1
0 si0<rt<—
n

Jult) =

1
tosi—-<e<Ik).
n
4 oo

Alors Tracey(f, (k) = Sf,,(u,(k)) dr d’aprés le lemme 1.10 d’od, en utilisant la

0
normalité de la trace:

+00
Tracey, (k) = g p(k)de.
a

Le reste est alors immédiat. Q.E.D.



SUR LA NOTION DE VALEUR CARACTERISTIQUE 317

1.12. REMARQUE. Soient p e [1, +oo[, k € M et posons

+oo

N) =( S u,(k)”dt)”pc—: [0, +oo1.

0

Si p= -+ oo, nous noterons N(k) = pk) =1kl. Pour p < + o0, on a
u, (k)P = p,(JklP) pour tout réel ¢ > O et il résulte de la proposition 1.11 que:

Nk) < + oo |klPe .
De plus, on a alors

N, (k) = Tracey(|k|P)!”.

Si |k|P ¢ &, alors Trace,(|k|P) = + oo, de sorte que I’égalité ci-dessus est valable
sans restriction.

Nous aurons besoin dans ce qui suit du lemme technique suivant:

1.13. LEMME. Soient ke €, et t > 0. On suppose que pufk) > 0 pour s < t.
Alors, il existe un projecteur ec M, Tracey(e) < t, qui commute a k et vérifie
w(k,) = p(k) pour 0 < s < t. De plus, si Ualgébre M est diffuse (i.e. sans projecteurs
minimaux), on peut choisir e tel que Tracey(e) = t.

Preuve. On a (proposition 1.5 (i)) pik,) < ugk) pour ec P et s > 0. Soit
+00

k= S A de; la décomposition spectrale de k. Deux cas sont a envisager:

1]

1er cas: p,(k) = 0.
Alors Trace, (1 — ¢,) < ¢ et on ne peut pas avoir Tracey, (1 — ;) < ¢, car sinon on
aurait Trace,(l —e)) <t —¢ pour &=1t— Tracey(l —¢;), dou p,_ (k)=
= u,(k) = 0, ce qui est absurde.

Posons e = 1 — ¢, = Supp(k). D’aprés 1.5 (iii), on a:

puitk,) = puk) pour 0 <s <t.
2tme cas: u, k) > 0.

Posons Ay=p,(k). Ona 1 — e;, S 1 — ¢ Tracey(1 —e, ) < tet
Trace, (1 — ¢,-) = Tracey(lg,, un(k)) =
= mesure{s > 0, uk) = A} > t.
Si M est diffuse, il existe un projecteur e € M tel que 1 — e, <e<1— € et

Tracey(e) = t; sinon on pose e = 1 — e,— . Dans tous les cas, e commute a k et il
0

résulte facilement de 1.5 (i) que u (k) = ps(k,) pour tout réel s tel que 0 < s < 1.
Q.E.D.
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2. LES INEGALITES DE WEYL

f

2.1. DEriNITION. Soit & € &. Pour tout réel ¢ > 0, on note SLogus(k) ds I'in-

0
tégrale inférieure (au sens de Daniell) de la fonction s — Logu k) sur [0, ¢], et
on pose

t
A (k) = exp S Logu(k)ds.
0

Comme la fonction s—Logu (k) est majorée par Log/jk|'surR, ,ona0 < A,(k) < + o0
pour tout réel ¢ > 0. De plus, A,(k) est strictement positif si et seulement si la
fonction s+~ Logu, (k) est intégrable sur [0, t]. Notons que, pour k > 0, on a
A(k") = A(k)" pour tout entier n en vertu de 1.6 (ii).

2.2. EXEMPLES.
2.2.1. Soit # un espace de Hilbert et munissons M = £(#) de sa trace
usuelle. On a:

Aysak) = po(R)pn(k) - . . g (k)
pour tout entier # > 0 et tout opérateur compact & de #.

2.2.2. Supposons que Trace, (1) = 1. Pour tout opérateur inversible k de M,
on a en appliquant 1.10, sachant que u (k) est minorée par une constante stricte-
ment positive sur [0, i[:

Ay (k) = exp[Trace,(LogikD)] = A(k)
ou 4 est la fonction déterminant associée 4 Trace,, (cf. [3], chap. I, §6, n° 11). Si
keM., les fonctions f,(s) = Logu, (k -L —’—]1— 1) forment une famille décroissante
d’applications de [0, 1] dans R, int.égrables, de borne inférieure la fonction

s — Logu(k), de sorte que
1

SLog,us(k) ds = inf
0

d'ott Ay(k) = lim 4,(k + el).
=90

1
Log“s (k + "n' 1) dS,

S

Ii s’ensuit que A, coincide avec I'extension analytique de 4 sur M considérée
par B. Fuglede et R. V. Kadison dans [4] (p. 526). Notons que 'on a alors

Vu,ve M) A(uv) = A, (u)A,(v).
Plus généralement, si Tracey (1) =t < + oo, on a:

(Vu,ve M) Auv) =- A,wA,(v).
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2.3. THEOREME. Soient u,ve S. Alors, on a:

A o) < A,()ALv) pour tout réel t > O.

Dans le cas considéré en 2.2.1, le théoréme ci-dessus redonne les inégalités
de Weyl:

n—1 n—1 n-1
(VneN) I wwo) < IT w) I #i0) -
i=0 i=0 i=0

La méthode classiquement utilisée (cf. {16]) pour démontrer ces inégalités
consiste a introduire pour u € £ (), la puissance extérieure A" (cf. [2], chap. V,
§3, n°4), et & vérifier que:

(P T (VT C) SRR TR ()
A(uw) = A"(w)A"(v) .

Cette méthode ne s’applique plus ici, en raison de la difficulté a4 définir la puissance
extérieure t-iéme d’un endomorphisme pour ¢ réel positif. En fait, la démonstration
de 2.3 résuite de la multiplicativité de la fonction o+ A,(u) pour Trace,(l) =
=t < + oo et du lemme ci-dessous.

2.4. LEMME. Soient M wune algébre de von Neumann diffuse, ke S, et
1 €10, Tracey,(1)[. Alors on a:

A(k) = Sup{Aik,), ee P, [e, k] = 0 et Tracey(e) =t} =
= Sup{Ai(k.), e P}
ot A¢ est relative a Tracear, .

Preuve. Comme uf(k.)< p (k) pour tout ee P et tout se R, on a par inté-
gration de 0 2 1:

Ailk,) < ALk)
et donc

Sup{Ai(k,), ee P} < Ak) .

Si A,(k) = 0, tout est trivial. On peut donc supposer que A k) # 0, ie. que
s +— Logu (k) est intégrable sur [0, t]. Ceci implique que p(k) > 0 pour
s < t et il existe d’aprés le lemme 1.13 un projecteur e € M, commutant a k, tel que
Trace,(e) = t et pé(k,) = u (k) pour 0<s<t. On en déduit

Afk) < Sup{Aik,), e P, [e, k] = 0 et Tracey(e) = t}.
QED
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2.5. DEMONSTRATION DU THECREME 2.3. Quitte a remplacer M par
M@ L>([0, 1], dr) et Trace,, par son produit tensoriel avec la trace de L=([0, 1], d¢)
1

donnée par Trace(k) = Sk(t)dt, on peut supposer que M est diffuse. Cela résuite du

fait que p(k ® 1) = u,gk) pour ke G et t = 0, comme le montre un calcul facile.

Soient u = x|u| et v = y|v| les décompositions polaires de u et v. Soit e
un projecteur de M tel que Tracey(e) = 1. Posons f= Supp(ev”). Comme [ est
équivalent au support de ve, lequel est majoré par e, il existe une isométrie partielle
we M telle que

wiw =f,  ww* <e.
On a:
(luv?), = (vly*lulPylv]), =

(car fve = ve, ev’f = ev* et ww*<e). Comme Tracey(e) =1t < + oo, la multi-
plicativité de la fonction k — A:(k) sur M, implique:

A5((uvf2)e) = As((elv]ywHe) ) A (ewlulPwre) ) As((ewylvle),) =
— Aj((el U]y*w*eny U]e)e)Af((w!ul‘Zw:::)e) —
= A5 AIOrlul*w)e)

car e|v]y*w¥ewylvle = e|v|yfylvle = evifve = e|v|?e. D’aprés le lemme 2.4,
on a:

A(luvl?)e) < Aol)Aw]ui(wlul)*) =
= A (e A(ulw*wlu) <
< Ao AL|ul?) .
Il Sensuit (lemme 2.4) que:
Aluol?) < A,(0HA(ul?) .
Comme p,(1k|?) = p, (k)% on a A(ki®) = Ak)?, d’ou finalement:

Aur) < A)A(v).
Q.E.D.
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3. LES INEGALITES DE VON NEUMANN

3.1. DEFINITION. Soit k € S. Pour tout réel ¢ > 0, on pose

t

P (k) = Sus(k) ds.

Si k est un opérateur compact de 'algébre #(#’), munie de sa trace usuelle,
on a:

D, 1(k) = pok) + py(k) + ... + u (k) pour tout neN.

11 est bien connu (cf. [11]) que, si # et v sont compacts, on a:
P, 1+ v) < Pyiy(U) + Ppua(v) -
En fait, on a plus généralement:
3.2. THEOREME. Pour tout réel t > 0, la fonction k — D (k) est une norme sur S.

Cela résulte du lemme suivant:

3.3. LEMME. Soit M une algébre de von Neumann. Pour tout réel t >0,
posons

R, = {xeM, ||x|| <1 et Tracey(Suppx*) < t}.
Alors, pour tout ke S, on a:
I3
Sus(k) ds = Sup{|Trace(xk)|, x € &,} .
0

Preyve. Soit xe R,. Alors |xkle R, donc uf|xk]) =0 pour s>t et,
par application de 1.11:

t
|Trace,,(xk)| < Tracey(|xk|) = Sus(xk) ds.

[}

Or uxk) < ||x|pk) < ulk) d’aprés 1.7 (ii), d’ou finalement
t
[Tracey(xk)| < Sys(k) ds.
0

Pour établir la réciproque, on peut supposer que pu (k) > 0 pour s < ¢, u (k) pou-
vant étre éventuellement nul. Soit k = u|k] la décomposition polaire de k. D’aprés
le lemme 1.13, il existe un projecteur ee M, commutant a [k| et vérifiant
Tracey(e) < t, pyk) = plkl,) pour s < t. Posons x = eu*. On a supp(x*) < e,
donc xe Z,.
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D’autre part:

Trace,,(xk) = Trace,(eu"k) = Trace,{elk|) =
t t

- S Wkl ) ds = Sus(k) ds.

0 0

Q.E.D.

4. EXTENSION DES INEGALITES DE WEYL ET VON NEUMANN

Nous utilisons ci-dessous un lemme de convexité pour étendre les inégalités
de Weyl et von Neumann. Comme application, on retrouve les inégalités de Holder
et Minkowsky pour opérateurs.

4.1. LemME. Soit f: R — R une fonction convexe croissante (donc continue).
Soient @, ¥: R, = R deux fonctions décroissantes bornées supérieurement. Soit
a > 0. On suppose que

S(p(f)dt < Stp(t) dt  pour rout s [0, al.
0 0

Alors on a:

a a

Sf [p()]dr < S fly(0]de .

Preuve. Ce lemme résulte d’un résultat de Hardy-Littlewood-Pélya (cf. [7])
démontrant la méme inégalité en supposant f seulement convexe, mais avec I'hy-
pothése supplémentaire

S o) dt = Slp(t) dr.

En effet, soient b > a, 0= S Y(t)yde — S(p(t)dt et «eR tels que « <
0 o

. 0 . .
< mf{(p(a), Y(a) + b—} Soit ¢, (resp. ¥,) la fonction de [0, b] dans R obtenue
—a

, : d
en prolongeant @, o (resp. ¥y, ) Par o (resp. 2 —27 «) sur la, b]. D’aprés
—a
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b b
[7] (théoréme 10, p. 152), on a Sf[(pl(t)] dt < wa/l(t)] dt, soit

0
a

ywmwwqu—wnﬂﬂwmm+f@—b5

—da

)(b—a)<

<\rnse -+ e —
0
la derniére inégalité résultant de la croissance de f. Notre lemme s’ensuit. Q.E.D.
4.2. COROLLAIRE. Soit g: [0, +o00[ — R une fonction croissante continue telle

que la fonction t — g (expt) soit convexe dans [—oo, +oo[. Soient ¢, Yy : R, - R,
deux fonctions décroissantes continues @ droite et bornées. Soit a > 0. On suppose que

Vs e [0, al, S Logo(t)dt < S Logy/(¢)d:.
0 0
Alors, on a:

Sgkp(t)] dr < Sg[w(t)]dz.

b b
Preuve. 11 suffit de prouver que S glo®]dt < Sg[l//(t)]dt pour tout b < a.

0 [}
Comme g est croissante, on peut supposer (b)>0, et alors y(b)>0 en vertu de la
continuité & droite de ¢ et de I’hypothése :

SLog(p(t) dr < SLogl//(t) dt pour tout s e [0, a].
0
Posons f(t) = g(expt) pour t € [— oo, -+co[. D’aprés le lemme 4.1, on a:
b b
Sg[q)(z)] dr < Sg[t//(t)]dt pour tout b < a. Q.E.D.
0
4.3. PROPOSITION. Soient u,ve Sett > 0.
(@) Pour toute fonction f: [0, 4 oo — R, continue, convexe et croissante, on a:
t t
ymw+mm<ymw+m@w&

Q



324 THIERRY FACK

(i) Pour toute fonction g:[0, +oo[ — R, continue croissante telle que goexp
soit convexe dans [—oo, +oof, on a:

t t
\stienas < |t omnos.
0
Preuve. (i): résulte immédiatement du théoréme 3.2 et du lemme 4.1,

(ii): résulte immédiatement du théoréme 2.3 et du corollaire 4.2. Q.E.D.

4.4, COROLLAIRE. Soient u,ve S et t > 0.
(i) Pour tout pe[l, +oo[, on a:

(Sus(u + v)”ds)p < (Sys(u)”ds)p + (Sus(v)"ds> ’.

(ii) Pour tout p e R%, on a:

Stts(uv)"ds < S#s(u)” (0)rds.
0 0

. 1 1 1
(iii) Soient p,q,reR% avec - = b + e Alors :
r

(S uvy ds)7< (Sus(uwds)7 (Sus(v)q ds)7.

Preuve. (i) La proposition 4.3 (i) appliquée a f(x) = x”? donne:
1 t 1

(Sus(u + v)pds>” < ( S (1se) + (07 ds) ’

L L

t
14
et le sccond membre est majoré par (S puu)? ds)p + (Sus(v)-” ds) en vertu de

I’inégalité de Minkowsky classique.
(ii) résulte de la proposition 4.3 (ii) appliquée a g(x) = x”.
(iii) sous les hypothéses de (iii), on a d’aprés (ii):

(Sus(uvy ds)_”_ < (Sus(uws(v)*’ ds)T
0 0

et Iinégalité de Hoélder classique donne le résultat désiré. Q.E.D.
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Du corollaire ci-dessus, on déduit immédiatement les inégalités bien connues:

(1) N+ v)<SNyu) + N,(v) pour u,ve M et pe(l, +o0] (Minkowsky)
(2) N,(uv)< N, (u)Ny(v)pouru, ve Metp,q, reR¥ avec% = ’% -+ —‘11— (Holder).

4.5. REMARQUE. Soit (2, v) un espace mesuré intégrable. Si u, v sont des fonc-
tions positives de L®(Q, v), les propositions 1.10 et 4.3 (ii) (avec g(x) = x) en-
trainent D’inégalité bien connue pour les réarrangements décroissants de fonctions:

v(£2)

Suvdv < Sus(u)us(v) ds.

5. GENERALISATION DE L'INEGALITE DE GOLDEN ET THOMPSON
Soient u, v deux éléments hermitiens de M,(C); on a:
Q) Trace(exp(u -+ v)) < Trace(exp(u) exp(v)).
En introduisant un ordre partiel < sur M,(C) pour lequel
exp(u + v) < exp(u)exp(v),

A. Lenard [9] puis C. J. Thompson [15] ont montré la validité de la formule (1)
pour d’autres fonctions que la trace. Nous allons étendre ce travail au cas d’une
algébre de von Neumann M, munie d’une trace normale semi-finie fidéle, en nous
appuyant sur les inégalités de Weyl.

5.1. DEFINITION. Soient u#,ve&. On dira que u<v si, pour tout
1 €10, Trace,(1)], on a
A, (w) < A(v)
avec égalité pour t = Trace,(1).

Si Tracey (1) = + oo, la condition d’égalité est automatiquement vérifiée, car
u,ve . Si M = M,C) est 'algébre des matrices nxXn, munie de sa trace usuelle,
la relation de préordre < est exactement celle considérée par C. J. Thompson ([15],
p- 470) a la suite de A. Lenard ([9], p. 457).

5.2. THEOREME. Soient u, v deux opérateurs autoadjoints (non partout définis)
affiliés & M. On suppose que u, v sont bornés supérieurement et que exp(u) e S ou
exp(v) e €. Alors, on a pour tout entier p = 1:

[exp(g;)exp(av—pe) ]21: < explu)exp(v).



326 THIERRY FACK

Preuve,
1¢" pas: Montrons que, pour Ue M, et Ve G, ,ona:

) (Vt>0) A(UVER) £ A(UV?).
Soit / un entier > 0. On a:
('UVIZ)ZI — V(U2V2)21—1U2V

d’ou, en vertu du théoréme 2.3,

AQUVER < A (VAU 14027
soit
1 1 1

Jm—

AQUVE) < A2 a2 A
Si A,(V), A,(U?V?) et A,(U?*V) sont non nuls, il vient en faisant tendre / vers +oc0:
A(AV ) € AUV,
Cette inégalité reste valable dans tous les cas puisque:
A(UV2? < A(M)AUVHAT2Y).
2éme pas: Montrons que, pour Ue M, , Ve S, etpeN, ona:

) Vre]0, Tracey()] A(UV)) < AL(UVY) < AUF V)

avec égalité pour ¢ = Trace,/(1).
Tout d’abord, I’égalité est claire pour # = Trace,,(1) (cf. 2.2.2). Pourp = 1, on
a en vertu du théoréme 2.3
AUV AUV = ALUV])?,

soit A,(UV®)<A(UV?) et (2) résulte du 1°F pas. Supposons que (2) soit vraie &
Pordre p — 1. Alors on a

AUV ) AUV = (théoréme 2.3)
= AUV <
< AU = (1¢° pas)
= AU <

< AUV (hypothése de récurrence)

ce qui prouve (2).
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Fin de la démonstration. Supposons par exemple que exp(v) € © et posons

u v
U= exp(E;) > V = exp(_z.l;) .

Le 28m° pas montre alors que

[exp(—;l—p)exp (%) ]Zp < exp(u) exp(v).
Q.E.D.

5.3. PROPOSITION. Soit g:[0, +oo[ — R une fonction continue croissante telle
que g o exp soit convexe dans [—o0, ool et g(0) = 0. Soient u, v deux opérateurs
autoadjoints (non partout définis) affiliés & M et bornés supérieurement. On suppose
que u + v est essentiellement autoadjoint et que exp(u) € S ou exp(v) e S.

Alors, on a:

Tracey[g(exp(u + v))] < Tracey[g(lexp(u) exp(v)))] -

Preuve. Posons, pour tout entier p > 1 et tout réel ¢ > 0:

o ol ol

¢p(1) = ulA4,),  o(t) = pexp(u)exp(v)) .

Il résulte du théoréme 5.2 que ¥’on a pour tout réel a > 0:

|4

t
SLog(pp(s) ds < SLogtp(s) ds quel que soit 7 € [0, a].
0

Le corollaire 4.2 implique alors
&%umms¥m@WMWMWMs
0 0

pour tout réel @ > 0. Comme g{u, (1)) = u,(g()) pour ue M, et s > 0 en vertu
de 1.6 (ii), on a

+oo

SMM&W“SS#@WWMﬂWWMS
0

1}

et la proposition 1.11 entraine:

Tracey[g(14,))] < Trace,[g(lexp(u) exp(v)})] .
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Or A, converge fortement vers exp(v + v) en restant majoré par ['expu, | expv|
d’aprés [13] (p. 109), de sorte que g({4,]) converge fortement vers gexp(u + v)).
Comme Trace,, est semi-continue inféricurement pour la topologie faible, on a
finalement :

Trace,[g(exp(u + v))] < Tracey[g(lexp(u) exp(v),)].
Q.E.D.

5.4. COROLLAIRE. Soient pe[l, +oo[ et u, v deux opérateurs autoadjoints
affiliés a M et bornés supérieurement. On suppose que u -+ v est essentiellement auto-
adjoint et que exp(i) € © ou exp(v) € S.

Alors, on a:

N,(exp(u + v)) < N,(exp(u) exp(v)).

Pour p = 1, on retrouve I'inégalité de Golden et Thompson mentionnée au
début de ce paragraphe.

6. L'INEGALITE DE GOLDEN ET THOMPSON DANS LE CAS D'UNE TRACE FINIE

Dans ce qui suit, M désigne une algébre de von Neumann munie d’une trace
finie Trace,, .

6.1. PROPOSITION. Soient u, v deux éléments hermitiens de M. Alors, on a:
exp(u -+ v) < exp(u)exp(v).

Preuve. D’aprés la formule de Trotter, exp(u -+ ) est la limite normique de

[exp(%)exp(—%)]gﬂ quand p — oco. D’aprés le théoréme 5.2, il nous suffit de

prouver que la fonction k +> A,(k) (avec ¢ réel > 0) est normiquement continue sur
e groupe des éléments inversibles de M.
Soient u, v deux éléments inversibles de M; on a:

A@) — A,(t) < AL A o) — 1].
Or Av) <{lelt et
A(v"w) — 1<) v | — 1 <€
SU+jvlu—1)—1<
< tLog(l -+ v~ — 1) + o=t — 1) <
< o7t — (L + o7t — 1)) <

< tlu — vilioT A A+ o7t — 1)
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Posons p,(u, v) = |[v]/)j v~} I(1 4 o« — 1]|)'. On a:

A(u) — A,() < t]lu — v]lp,(u, v)
d’ol, par symétrie,

14,@) — A0)] < tlu — v Max{p(u, v}, p,(v,1)}.

Il s’ensuit que k + A(k) est normiquement continue sur le groupe des éléments
inversibles de M. Q.E.D.

De nombreuses fonctions vérifiant I'inégalité de Golden et Thompson sont
fournies par les fonctions de Weyl, introduites et étudiées par A. Grothendieck
dans [6]. Nous rappelons ci-dessous, en détaillant les démonstrations, les résultats
concernant ces fonctions.

6.2. DEFINITION (cf. [6], p. 4). Soit a > 0. On appelle fonction de Weyl sur
[0, a] toute application @: L=([0, a]), — R vérifiant les conditions suivantes:
(i) Si ¢, Ye L0, a]), ont méme réarrangement décroissant, alors

() = oY), .
(i1) la fonction ¢ > P(expe) est convexe sur Lg ([0, a]),
(iii) @ est semi-continue inférieurement pour la topologie faible de L ([0, a}).

Pour ¢ eL;f([O, al), notons ¢* le réarrangement décroissant de . On a:

6.3. LEMME (cf. [6]), p. 3). Soit @ une fonction de Weyl sur {0, al. Il existe une
Samille (&), de réels et une famille (g,);c,; de fonctions réelles décroissantes
sommables sur [0, a] telles que

Plexpp) = Sup{é.- + Sg,-(syp*(s) ds, ie 1}
0

pour toute ¢ € Ly ([0, al).

Preuve. La fonction ¥: Ly ([0, a]) » R défine par ¥(¢) = ®(expp) est con-
vexe et s.c.i. pour la topologie faible. 11 existe donc des fonctions réelles sommables

h:{0,al > R
et des réels &, (i e I) tels que:

¥Y(p) = Sup{fi + Sh,-(s)ga(s) ds, ie I}.

Posons g; = /. Pour tout i e I, g; est sommable sur [0, a] et on a

a

S/ms)qo(s) ds < S&-(s)«p*(s) ds.

0
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Il s’ensuit que
(p) < Sup{ g+ Sg.(s)q»*(s) ds, ie 1}

pour toute ¢ € L‘,’f([O, a]). Il est clair que, si ¢, ¥ € Lg([0, a]) ont méme réarrangement
décroissant, i1 en va de méme de expp et expy, donc ¥P(¢) = P@). Soit
¢ € Ly ([0, a)). Pour tout ie 1, il n’est pas difficile de prouver lexistence d’une
fonction k; € Ly ([0, a]), ayant méme réarrangement décroissant que ¢ et vérifiant

S hi(s)k(s)ds = S g{()p*(s)ds.
0 1]
On a donc
i+ Sgi(s)v)*(s) ds=¢; + Slz.-(s)ki(s) ds<P(k) = ¥(o)
0 0
d’olr
¥(p) = SUP{& + Sg,-(s)cp”‘(s) ds, ie I} .

Q.E.D.
6.4. EXEMPLES.
6.4.1. ®(p) = 'ply, (p € L=(0, a]),) est une fonction de Weyl sur {0, a].
6.4.2. Soit g: [0, +co[ — R une fonction continue (non nécessairement crois-

sante) telle que goexp soit convexe dans {—oo, +oo[. Alors, pour tout réel
t

t € [0, a], la fonction &(p) = Sg(;zs(qo)) ds est une fonction de Weyl sur [0, ¢]. Pour

0
le prouver, on peut supposer que g(0) = 0 et alors g(p (@) =u{g( o). D’aprés [12]
(théoréme 5.4.7, p. 252), on a dans ce cas:

1

D(p) = Sg(ﬁs(w))ds = Sus(g( @) ds =

0

= Sup{gg[kpj(s)]ds, F partie mesurable de R, mesure(F) = t}.

E

Les conditions (i) ct (i) de la définition 6.2 sont immédiates sur cette derniére
formule.
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(‘3
6.4.3. Soit g comme ci-dessus, vérifiant g(0)=0. La fonction ®(¢p) = Sg(q)(s)) ds
0

est une fonction de Weyl sur [0, a], car
Sg(tp(S)) ds = Sus(g °o@)ds= Sg(us(fp)) ds.
0 ) 0

6.5. LEMME. Soient @, Y € L™([0, a]). deux fonctions décroissantes. On sup-
pose que:
(i) Loge, Logy € Ly ([0, a)).
t. t
(i) Vielo, a, SLog(p(s) ds < SLoglﬁ(s) ds
1] 0
avec égalité pour t = a.
Alors, ()< D) pour toute fonction de Weyl & sur [0, al.
Preuve. D’aprés le lemme 6.3, il suffit de prouver que 'on a:
0 Sg(s)Log«p@) ds < Sg(s)Logt//(s) ds
0 0
pour toute fonction g:[0, a] -» R décroissante et sommable. On peut facilement
supposer g en escalier et décroissante, i.e.

n
&= Z Otil["i*"i—kﬂ
i=0
avec

a,=0<a,< ... <a,<ay1=a e ayzou=...=20,.

n—1
Onag=oly,yg+ Yy @— oziﬂ)l[o,,,i“] et, puisque o; —a;4, =20 pour =
(=0

=0l,...,n—1, I’Eypothése (i) implique trivialement (1) par intégration.
Q.E.D.

6.6. Posons a = Tracey(l) < +4-oo. Pour tout ue M, on a u u) =0 pour
sz a. A toute fonction de Weyl & sur [0, a], la formule Wy(u) = &(u(u)) associe
une application W,: M — R. Par exemple, on a:

Wa(u) ==|ju] pour ¢ comme en 6.4.1,
Weu) = &,(u) pour @ comme en 6.4.2 avec g(x) = x,
Wo(u) = Trace,(g(u)) pour ¢ comme en 6.4.3.
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Avec ces notations on a:

6.7. THEOREME. Soient M une algébre de von Neumann munie d’une trace finie
et a == Tracey(1). Soient @ une fonction de Weyl sur [0, a] et u, v deux éléments
hermitiens de M. Alors, on a:

Walexp(u + v)) < Welexp(u) exp(r)).

Preuve. Comme exp(u + v) et exp(u)exp(v) sont inversibles, les fonctions
s+ Logu(exp(u 4+ v)) et s+ Logu(exp(u) exp(v)) sont mesurables bornées.
D’aprés 6.1, on a:

S Logu(exp(u -+ v))ds < S Logyu (exp(u) exp(v)) ds
[

pour ¢ € [0, a], avec égalité pour t = a. Le lemme 6.5 implique alors

Wolexp(u -+ ©)) < Wolexp(u) exp(v)) .
Q.E.D.
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