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SUR LES REPRESENTATIONS ET IDEAUX
DE LA C*-ALGEBRE D’UN FEUILLETAGE

T. FACK et G. SKANDALIS

INTRODUCTION

Soit (V, #) une variété feuilletée. Dans [1], A. Connes lui associe une C*-algebre
C*(V, F). Cette algébre joue le rdle des fonctions continues sur ’espace compact
singulier X des feuilles de #. Il est naturel d’espérer lire certaines propriétés de
I'espace X sur C*(V, &). Nous montrons que:

1%) C*(V, &) est simple si et seulement si X est muni de la topologie grossiére,
i.e. si le feuilletage est minimal (Théoréme 2.6).

2°) C*(V, ) est primitive si et seulement si X a un point dense, i.e. si le
feuilletage est transitif (Proposition 2.8).

3°) Dans le cas moyennable, C*(V, #) a une représentation d’image les opé-
rateurs compacts si et seulement si X a un point fermé, i.e. si le feuilletage a une feuille
compacte.

Les représentations de Palgébre des fonctions continues sur un espace compact
X correspondent A la donnée d’une mesure sur X et d’un espace de Hilbert aléatoire
(de base X).

A. Connes introduit dans [1] les notions analogues pour ’espace des feuilles
d’un feuilletage. Ce sont celles de mesure transverse et de représentation du grou-
poide d’holonomie.

Nous montrons ici qu’a toute représentation de C*(V, #) correspond un
couple (A, U) olt A est une mesure transverse et U une représentation du groupoide
d’holonomie (Théoréme 4.2).

Dans le cas de feuilletages provenant d'une action de groupe de Lie sur une
variété, les articles de Sauvageot [12] et Gootman-Rosenberg [6] donnent une
description satisfaisante de ’espace des idéaux primitifs. Nous généralisons leurs
méthodes et leurs résultats au cadre des feuilletages (Propositions 7.3 et 7.6).

L’organisation de cet article est la suivante:

Au premier paragraphe, nous fixons les notations et établissons quelques
résultats préliminaires.
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Dans le second paragraphe, nous montrons la minimalité de la norme de
C*(V, 7). Nous en déduisons la caractérisation de la simplicité de C(V, .7).

Le troisi¢me paragraphe est consacré a quelques observations sur la notion
de mesure quasi-invariante.

Le quatriéme paragraphe établit la correspondance entre les représentations
de C*(V, &) et les couples (A, U).

Au cinquiéme paragraphe, nous étudions quelques propriétés éiémentaires
de I'induction.

Au sixiéme paragraphe, nous associons i une représentation factorielle =
de C*(V, #) un idéal primitif induit dont nous prouvons au paragraphe sept qu'il
contient le noyau de = et lui est égal pour # moyennable.

Nous remercions M. Alain Connes qui nous a suggéré ce probléme et fait
bénéficier de judicieuses remarques.

1. PRELIMINAIRES

Nous reprenons essentiellement les notations de A. Connes [1, § 7].

Soit (¥, #) une variété feuilletée compacte de classe C*:°, Notons p la dimension
et g la codimension de ce feuilletage. Pour x e ¥, soit/, la feuille passant par x.
Notons # le graphe de la relation d’équivalence sur ¥ correspondant & la partition
en feuilles.

Soit G le groupoide d’holonomie (ou graphe) du feuilletage. On notera G = ¥
I’ensemble de ses unités et G® 1’ensemble des paires d’éléments composables. Soient
r et s les applications but et source de G dans G = V. On identifiera V'3 une partie
de G. Pour 4, B < V, on posera:

G4 = r~Y(A)
G4 = r=(4) n s~(B).

Soit 2 = U X T un ouvert trivialisant de V' (avec U connexe). Les ensembles
{u} % T sont appelés des transversales de Q et T la transversale. Les ensembles
U x {t}, pour t e T sont appelés plaques de €. On notera G(Q) le groupoide de la
restriction du feuilletage 4 Q; c’est un sous-groupoide de G qui s’écrit en coordonnées
locales

G =UxUxXT.

Deux systémes de coordonnées locales Q =U X T et Q = U’ X T dans
¥ sont dits compatibles si, en désignant par d (resp. d’) 'application d(u,t) - ¢
(resp. d'(u’, t’) = t'), il existe pour tout x € Q et tout y € Q' tels que d(x) = d'()),
un élément y e G tel que h(y)d, = d, (ol k() est le transport d’holonomie des germes
d’applications distinguées au sens de [1] en x = s(y) dans les germes d’applications
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distinguées en y == r(y)). Posons alors
W(d',d)=={yeG|s(y)eQ, r(y) e Q" et h(y)dy,, = di,}.

En coordonnées locales, on a W(d',d) = U’ x U > T. Les W(d, d") constituent un
atlas de G munissant G d’une structure de variété feuilletée (G, g). La topologie de
G n’est pas toujours séparée; pour plus de simplicité, nous supposerons dans la suite
que cette topologie est séparée, mais cn indiquant dans quelles parties cette hypothése
est cruciale.

1.1. PROPOSITION. Pour tout recouvrement de V par des ouverts trivialisants,
il existe un recouvrement plus fin par des ouverts trivialisants (Q,, ..., 8,) tel que
Pon ait pour tous i, j tels que Q, 0 Q; # O:

1) il existe un ouvert trivialisant Q tel que Q) Q; <= Q,

it) toute plaque de Q; rencontre au plus une plague de Q; .

Preuve. Soit (W) un recouvrement de V par des ouverts trivialisants. Soit
e > 0 le nombre de Lebesgue de ce recouvrement pour une métrique sur V.

i) il suffit de prendre des Q; de diamétre < 5/2.

ii) résulte du Lemme p. 103 de [10] (cf. aussi [9], p. 337).

1.2. DEriNtTION. Unrecouvrement de V par des ouverts trivialisants (§,,. . .,Q,)
vérifiant les conditions i) et ii) de la Proposition !.1. sera dit régulier.

1.3. PROPOSITION. G est une réunion dénombrable d’owverts de la forme Wi(d, d'),
il est donc a base dénombrable.

Preuve. Soit (Q, ..., Q,) un recouvrement régulier de V. Pour toute suite
finie (jy, - .., /i) d’indices, G(le)G(QjQ) o G(R)) est soit vide, soit un ouvert de la
forme W(d, d') que nous noterons alors W(j, ...,j,). Les W{(ji, ...,j,) recouvrent
G. La proposition s’ensuit. Q.E.D.

Munissons # de la topologie image de celle de G par application (r, s).
On a:

1.4. PROPOSITION. Il existe une section borélienne y : # — G.
Preuve.

(r, )(W(d, d")) = {(x,y) e V X V| xedomd, yedomd’ et d(x)=d'(»)}
est clairement borélien. De plus,
(r,8) : W(d, d") > (r, s)(W(d, d'))

est un homéomorphisme, car les projections de # dans ¥V sont continues et la topo-
logie de W(d, d’) est donnée par r et s. Soit alors (J¥,) un recouvrement de G et
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posons

ﬂnmmmm(uyMWM-

kgne
La section y donnée par
7[Bn = (r, S)hl : Bn - an

_est alors borélienne. Q.E.I>.

1.5. REMARQUE. Soit (2, ..., 2,) un recouvrement régulicr de V par des
ouverts trivialisants. Si (When est un recouvrement de G tel que

Wl == 0(91)3 sy Wn == G(Qn)s
on a dans la démonstration de 1.4:

v e G(R), v, s()==1y.

Soit o une section continue, strictement positive en tout point, du fibré |4 7
sur ¥V (densités d’ordre 1 du fibré tangent au feuilletage). Pour toute feuille #, nous
noterons o Ja mesure correspondante sur£ et pour x € ¥, nous noterons «* au lieu
de a’=. Soit v == s%(a) la fonction transverse sur G associée & «; pour x ¢ G@ - ¥,
v* est la mesure provenant de o* par le revétement s : G* — ¢, .

Soit C(G) 'espace des fonctions continues & support compact sur G. Notons

que, pour fe C,(G), I'application x € ¥ — \ f(y)dv*(y) est continue, de sorte que v
est aussi un systéme de Haar (cf. [11], p. 22).

1.6. NotatioN. On notera & P'algébre involutive C,(G) pour les opérations
(2800 =087 870)

15 = £y

Nous poserons désormais f~(y) = f(y~1). Pour Q ouvert trivialisant, on notera
() la sous-algébre C(G(Q)) de Z.

Pour x e V, soit R, la représentation involutive de & dans L*G¥, v*) définie
par o

(RAHOG) = Sf(rlv')é(y')dv*(y’).

Soit C*(V, #) la C*-algébre complétée de & pour la norme

I £Il = sup RN
: XV - :
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Nous aurons aussi & considérer C*(G), la C*-algébre enveloppante de la com-
plétion de @ pour la norme

Il = maX(SUDS 1 dvs(y), SUPS |fty=2) dv"(v)) .
xgv xgv

La C*-algébre C*(V, &) est un quotient de C*(G).

1.7. REMARQUE. Soit Q — U X T un ouvert trivialisant. Avec des notations
évidentes, on a (cf. [1], Proposition 7.7):

CHQ, F) = CHG(Q)) = A& ® C\T)

ol X est I'algébre élémentaire des opérateurs compacts dans L3*(U). La C*-algébre
C*(Q, F) s’envoie donc isométriquement dans C*(G).

1.8. LEMME. Soit (,, ..., Q,) un recouvrement régulier de 'V par des ouverts
trivialisants. Soit (jy, ..., Ji) une suite finie d’indices, et posons

W(d, d') = G(Q,)6(Q;) ... G(R,;) .

Alors, Q(le) * @(.sz) % ... >x=9(§2jk) est total pour la topologie de la convergence
uniforme dans C (W(d, d")).

Prewve. Démontrons d’abord que, pour 3 systémes compatibles de coordonnées
locales Q= UXT, Q@ =U XT et '"=U"xT, dont on note d:Q T
d':Q > T etd :Q"— T les projections naturelles, I'ensemble C,(W(d,d’))=
* C(W(d', d'")) est total dans C (W(d, d'")). Or, on a, en coordonnées locales:

(h s Fo) e, 1) = Sfla«, ', Of's ", 1) del (W)

et les applications de la forme (u, u”, t) — f(1)g(u'")i(t) sont effectivement obtenues.
Le lemme s’en déduit par récurrence. Q.E.D.

1.9. PROPOSITION. i) C*(Q, &) admet une unité approchée dans 9(Q).

ii) pour tout recouvrement (Q,,...,Q,) de V par des ouverts trivialisants,
les algébres CH(V, F) et C*(G) admettent des unités approchées dans Q) + . ..
o+ 2(Q). ‘

Preuve. iy Immédiat.

ii) On peut, quitte a raffiner, supposer que le recouvrement est régulicr. Pour
tout 7, soit (uf) une unité approchée dans Z(Q)) de CHLQ;, F). Soit (¢, ..., 0,)
une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (Q,, ..., 2,). Posons:

1

n 1 L
wW(y) = Y, @ r(0))? ul(y)e (s(1)?.

i=1

Onaw! = () (siuf = (uf)?).
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Il suffit de vérifier que u/ = f— f (dans C*(G)) pour f dans & A support dans
GQ;) ... 6GQ, )= W(d,d’). On a:

n 1 3 7 1 1
Wefer 3 (910 N ul(@io )5S Y (9ior) 2uf (@ o r)e )
f=1 =1

1
pour tout i, on a supp((¢@; o r)2f) = G(Q,)- W(d, d').

n.

U
Pour tout ¢ >0, il existe une somme finie ¥ ff+gh avec ffe 212y,
K1

1
supp(gh) « W(d, d'), gke D et [(p;or)2f - Y, flughl, <& (Lemme 1.8). Alors:
&

W sf—fl= 3 (0o T uln(@ 0N f < (pion)] <

n 1 .
<2 3 3 Moo )l off gt fegh)]
i1 k=1
le second membre converge vers 0 (la norme est ici celle de C¥(V, &), qui coincide
avec celle de C*(G) dans W(d, d')). Q.E.D.

1.10. PROPOSITION. Supposons que G soit séparé. Soient 'Y < V et x& V.

Alors, R, est faiblement contenue dans {R,},cy si et seulement si x& gf £y
y&

Preuve. Si x¢ Z — U /;,, il existe f¢ 2 telle que f(x)#0 et f(y) =0 pour
YeY
yeG%. Ona R(f)#0et R(f) =0 pour tout ye Y.

Réciproquement, supposons que x € Z. Soit alors (z,) une suite d'éléments
convergeant vers x avec z, efyn, y, €Y. PourfeZ et éeC(G), on a:

lim(R_ ()3E) == (RANEIE,

car G est séparé. La proposition résulte de la densité de {f .x, fe C(G)} dans
LG, V). Q.ED.

1.11. REMARQUE. Si G n’est pas séparé, R, faiblement contenue dans

{R,} ey implique encore x & Lejyfy. La réciproque est fausse.
5

2. EQUIVALENCE ENTRE MINIMALITE DU FEUILLETAGE
ET SIMPLICITE DE C*(V, #)

Dans I'étude de 1a dynamique de %, 1a minimalité est une propriété importante.
Nous montrons ci-dessous que la minimalité de F est équivalente 4 la simplicité
de C*(V, #). Ceci résultera du théoréme suivant.

Dans ce paragraphe, G sera toujours supposé séparé.
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2.1. THEOREME. Pour une représentation involutive m de 9, continue pour la
topologie limite inductive sur 9, il y a équivalence entre

1) 7 est injective;

it) Pour tout ouvert trivialisant Q, ©|9D(Q) est injective;

iii) Pour tout x € V tel que G% = {x}, on a

I=(OI = IRANI (f e D),

W) InNHI = [ flerw. sy (f € D).
De ce théoréme, on déduit immédiatement
2.2. CoROLLAIRE. La norme de C*(V, F) est la plus petite C*-norme sur 9.

Dans [11], J. N. Renault montre que la norme donnée par C¥*(G) est la plus
grande C*-norme sur 2. On peut donc prendre dans le Théoréme 2.1 une repré-
sentation 7 de C¥(G).

Notons que £(2) a une scule C*-norme.

Preuve du Théoréme 2.1. Les implications iv) = i) = ii) sont immédiates.
iii) = iv) découle du lemme suivant et de la Proposition 1.10.

'2.3. LEMME. L’ensemble X des points x € V tels que G% == {x} est un G dense.

Preuve. Soit W(d,,d,) un recouvrement dénombrable de G. Pour tout n,

posons E, -= {x e dom(d,) n dom(d;)|d,(x) = di(x)} et F,=E, — Eo,,. X est le
complémentaire de la réunion des F, qui sont rares. Q.E.D.

Pour ii) == iii), nous aurons besoin des lemmes suivants:
Soient Q == U X T un ouvert trivialisant et x € & avec G% == {x}. On a:

2.4. LEMME. Soit K un compact de G. 1l existe un ouvert Q' saturé dans Q
avec x e & et K0 Ga < G(Q).

Preuve. Soit p la projection de Q sur T. Supposons qu’il existe une suite 7y,
d’éléments de K n G avec p(r(y,)) et p(s(y,)) convergeant vers x, et 7, ¢ G(Q2). En
composant & droite et & gauche par des éléments de G(Q2), on obtient une suite
(yn) d’éléments de G(Q)KG(L), r(y;), s(y)) convergeant vers x, 7, ¢ G(Q). G(Q)KG(Q)
étant relativement compact, on peut supposer que (y,) converge. Sa limite appartient
a G% et est donc x. Ceci est absurde car G(Q) est un voisinage de x. Q.E.D.

Soit ¢ € C(U,) ol U, est ]é plaque de x dans Q telle que

S E) () = 1.
Ux
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Pour fe 9(Q), posons

o(f) = SS FESNEF()) da(s(y) da(r(3)).
U

Uy x x

On a, en identifiant ¢, avec G*:

2.5. LEMME. @ se prolonge de maniére unique en un état ¢ de C(G). De plus,
on a:

P(f) =(RLN)E)  (f e CHO)).

Preuve. Soit ¢ un prolongement de w a C*(G). Soit (m,, ,, <) la repré-
sentation GNS associée & ¢. Soit f'e &. Soit @ un ouvert saturé de Q contenant x
ct tel que Gon supp(f) < G(2) (Lemme 2.4). Soit T’ — p(Q’) et identifions U &
U, . Tl existe une fonction ge C (T7), g(p(x)) == 1 telle que la fonction Fe 4(Q'):

Flu, o', 1) == g(1)é(u) &)

soit de norme | dans C*(Q, .#) donc dans C*(G).
On a ¢(F)::w(F)=1 dou

n(p(ﬁ.)éw = f(p M
O(f) = (ol f)eg  Cop == KMo Fie f 52 F)ELVELY =

— W(Fs f o F) == (R(Fs [ F)¢[E) . Q.E.D.

Alors

Fin dv la démonstration du Théoréme 2.1. Soit © une représentation de C#({)
dont la restriction a 2(R) soit fidéle pour tout Q. Soit x € ¥ avec G¥ = {x}. Soit
o comme dans le Lemme 2.5. La restriction de = & C¥(Q, %) étant fidéle, o peut
étre considéré comme un état de n(C*£2, F)). Soit @ un prolongement de @ 2
n(C*(G)) (cf. [8], Proposition 3.1.6., p. 43). Posons ¢ = @on. On a x, - - (nx) o 7.
Or, R, est irréductible et 7, est équivalente a R, . Q.E.D.

2.6. THEOREME. CH(V, F) est simple si ¢t seulement si F est minimal.

Preuve. S’il existe une feuille £, non dense, la représentation R, n'est pus
fidéle (Proposition 1.10), et C*(V, #) n’est pas simple.

Supposons inversement que # soit minimal. Soit © une représentation dc
C*(V, #); montrons que sa restriction a C¥(Q, #) est fidéle. Le Théoréme 2.1
((ii) = iv)) donnera le résultat,

Pour tout ouvert trivialisant &, il existe un ouvert Q, saturé dans Q tel que le
noyau de n!C*(Q, F) soit égal A C*(Q,, F) [C*(Q, F) est isomorphe & Cy(T) ® A
d’aprés [1], Proposition 7.7. a]. Soit X ’ensemble des x € V tels qu’il existe un voi-
sinage V, de x dans G pour lequel n(f) = 0 pour f continue & support dans V, .
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X cst ouvert et Q, =X n Q; X est donc saturé dans tout ouvert trivialisant, donc

dans V. Comme 2 est engendré par les 2(Q"), (cf. Proposition 1.8), il existe un Q'

avec n|CHQ', F)#0. Donc X#V. Par minimalité, X£0 et =|C*(Q, F) est

fidéle. Q.E.D.
2.7. EXEMPLES.

2.7.1. Soient V une variété compacte, ¢ un difféomorphisme d’Anosov de
classe C® et & le feuilletage stable correspondant. Supposons que ¢ est transitif.
& est alors minimal et C*(V, 7) est simple (Théoréme 2.6).

Soit « le difféomorphisme de classe C*® de ¥ x R défini par

a(x, t) = (([)(X), t - l)a

¢t soit W le quoticnt de ¥ X R par laction de Z. Le fibré T X TR définit par
passage au quotient un feuilletage minimal sur W.

{1 y a de I’holonomie et les méthodes de Sauvageot, et Gootmann-Rosenberg
sont inefficaces. La C*-algébre associée est cependant simple.

2.7.2. Soit I le groupe fondamental d’'une surface de Riemann M dc genre
2. I agit sur le revétement universel de M, qui est le disque de Poincaré D. Consi-
dérons aussi I' comme sous-groupe dense de SU(2) et soit ¥V = I'\D x SU(2),
muni du feuilletage & par disques de Poincaré. Cc feuilletage est minimal et C*(V, &)
est simple. Notons que, I' n’étant pas moyennable, C*(G) n’est pas simple.

Une autre propriété topologique des feuilletages peut se traduire sur C#(V, #).
Rappelons qu’un feuilletage & est (topologiquement) transitif s’il admet une
feuille dense ou, de fagon équivalente, si tout ouvert saturé non vide de V est dense.

2.8. ProrositioN. C#(V, F) est primitive si et seulement si F est transitif.

Preuve. Si & est transitif, 'ensemble des x e V avec £, dense est un G5 dense
(c’est l'intersection des T/,, ol U, est une base de la topologie de V et 17,, le saturé
de U, dans V). D’aprés le Lemme 2.3, il existe x € V tel que £, soit dense et GF = {x}.
D’aprés {1] (Proposition 7.5.b), R, est irréductible et d’aprés 1.10, elle est fidéle.

Si % n’est pas transitif, il existe deux ouverts saturés non vides disjoints
U, Upde V. Pour f,, f,, g € &, supp(f;) = GY on a fy«g%f, =0. Pour 7 repré-
sentation irréductible, on a n(f,) = 0 ou n(f,) == 0. Q.E.D.

3. MESURES QUASI-INVARIANTES ET FEUILLETAGES

Nous étudions, en vue des paragraphes suivants, la notion de mesure quasi-
invariante dans les feuilletages.

3.1. DEFNITIONS. i) On dira qu'une mesure p sur V est quasi-invariante

T

si p o vet o vsontéquivalentes (cf, [11, Définition 1.3.2., p. 307).
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ii) De plus, §’il existe un homomorphisme borélien § du groupoide G dans
R? tel que d(ut o v) = p o v, on dira que p est de module 5.

Rappelons que

Jo () = S V() i),
et que

1o ¥(f) = pe v(f).
3.2. REMARQUFS.

3.2.1. Avec les notations de [1, § 2], 1 est de module § s'il existe une mesure
transverse 4 de module o telle que i == A {1, Théoréme 2.3, p. 43].

3.2.2. Soient u et u’ deux mesures équivalentes sur V. On a:

i) p est quasi-invariante si et seulement si g’ Iest.

i) u est de module 0 si et seulement si g’ est de module & ou &'(y) =

. .o - dy’
== S(h(r(7NA(s(7)) L, avec /1 unc détermination borélienne de —dl S
u

3.2.3. Soient @ = U X T un ouvert trivialisant, et ¢ unc mesurc sur Q. Ics
conditions suivantes sont équivalentes:

1) p est quasi-invariante.

if) Si p =\ B,dA(¢) est une désintégration dc g, alors f3, est équivalente & la
mesurc de Lebesgue sur U, pour A-presque tout f.
iii) I existe une fonction borélienne f sur @, f(x) > 0 pour tout x & Q. telle

P

que u' ==~ soit invariante, i.e. vérifie p’ o v ==y’ o v.
La condition (iii) montre que p admet pour module (f o F)(f o 5)~".

3.3. PROPOSITION. Soit p une mesure sur V. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Il existe un homomorphisme borélien 5: G — R¥ tel que p soit de module 5,

i) La mesure o est quasi-invariante;

iii) 1! existe un recouvrement régulier (Qy, ..., Q,) avec p|Q, quasi-invariante
pour tout |i.

Preuve. 1) = ii) = iii) est immédiat.

Soient ¢ une mesure sur Vet (Q,, ..., 2,) un recouvrement régulier tel que
1 @2, soit quasi-invariante. La démonstration de iii) = i) repose sur les lemmes
suivants:

3.4. LEMME. Soient Q un ouvert de V, et N un borélien u-négligeable, saturé
dans Q. Alors, le saturé N de N dans V est un borélien u-négligeable.
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Preuve. Soit J 'ensemble des suites finies I = (i}, ..., 7,) d’entiers inférieurs
ou égaux a n. On a:

N=UN,
ieJ

avec
w =SGVNGQ,) ... GR,)).

Il en résulte que N est borélien. Montrons que N, est négligeable. Pour
I= (i, ...,0) et I'=1(iy, ..., 0, 4y), ON a:
N
Ny =s(G'InG(Q,,,)) .

Comme N est saturé dans &, , il suffit (par récurrence) de prouver que N; est
pu-négligeable, pour i=1,2,...,n Or, G¥ nG(Q,) est u o v négligeable, et donc

it o v négligcable. Or, pour x € Ny, (GY n G(R,))~! n’est pas v*-négligeable. Q.E.D.

Pour i==1,2,...,n, soit u; une mesure équivalente & u|Q2, et invariante
dans @, (cf. Remarque 3.2.3. iii)). Soit (¢,) une partition de I'unité subordonnée

aux 2,.
n

Posons y' = Y, @u;. La mesure p’ étant équivalente a p, il suffit de prouver
i=1
la condition i) pour u' (Remarque 3.2.2. ii)). Soit f;; une détermination borélienne
dy;
de i dans Q;n Q;, constante sur les plaques.
du;
3.5. LEMME. Il existe un borélien saturé négligeable N, de V tel que pour
tout x de X =V — N, et i,j, k tels que xe Q;nQ;n8,, on ait:

fi j(x)fjk(x) = fulx).

Preuve. L’ensemble N, = {xe @,nQ;n Q| fi;(x)fu(x)#fu(x)} est un
borélien saturé négligeable dans 2, n 2; n Q, . Son saturé N, dans V est négli-
geable (cf. Lemme 3.4). Posons

Ny == U ﬁijk .
i, j, k
Q.E.D.
Posons
Y 0 f(r()
o) = L= i ye G(Q) N GX

Y 0, 55()
Jj=1

3(y) =1 si yeG@) NG,
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Cette définition ne-dépend pas de 7, ct-on a:.
A(1)0(72) == 3(17)  pour 7y, 72 G(R)).
3.6. LEMME. [l existe un borélien saturé négligeable N tel que, pour tout

X ¢ N et toute suite finie (7y,"...,7) avec 7€ G(Q,-j) Ct Y ... V= X, 0t ait
RIC IR 7 R

" Preuve.”Pour toute suite finic 7 = (iy, ..., ) avec i, =iy, €t 2 o L.
avee ‘;‘J-(:‘G(.Q,-j) posons O (7} = 3(y) ... A(y). Ceci est indépendant de I
décomposition y —= y, ... y,, d étant un homomorphisme sur G(Q2) .

L’ensemble G(Q) ... G(Q,.k) est ouvert et invariant 4 gauche et & droite par
({(‘SJil): il cxis_tc donc un ouvert saturé Q dans Q,-l tel que G(Q,.I) LR (r'(Q,-‘)—
== ((Q).

Posons A, = {ye G(Q) | S (y)#3(7)}. Lensemble 4, cst borélien, invariant
4 gauche et a droite par G(R); il existc donc un borélien saturé N, dans Q tel que
A= G GQ).

Pourf« fiafow ...ufy, fe D(Q)etf;c Q(Qij), ona:

Sf(r)d,u’ o v(y) = S’f(?‘l)ﬁ()"’)dﬂ’ o ¥(y) = Sfi s ow i) o v(y) =

= Sf(v'l)fsz(*/'l) dp’ o v(y)

¢t donc (Lemme 1.8) N, est négligeable. On prend N = Uﬁ,. Q.E.D.
7
Fin de la démonstration de la Proposition 3.2. Posons

00 = () ... () si y=y ... p g GV

3(y) =1 si yeGN.
Alors, d est claitement borélien et d’aprés [1, Proposition 7.12], il existe une mesure
transverse localement finie A4 de module o telle que p' == 4.

3.7. REMARQUE. La mesure transverse A étant supposée construite, le Lemme
3.4 résulte alors de [1, Proposition 2.8.b}.

Le lemme suivant nous sera utile au § 7:

3.8. LEMME. Soit A une mesure transverse de module 6. Alors, il existe un
homomorphisme borélien ¢’ tel que:

i) 8'(v) =1 pour r(y) == 5(3);

ii) A est de module &'.
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Preuve. ii) équivaut a Iexistence d’un borélien saturé A-négligeable N
avec 0(y) = 0'(y) si r(y)¢N. L'ensemble N = {xe V| 8|Gi#1} est clairement
borélien. Comme ¢ cst un homomorphisme, N est saturé. Pour Q ouvert trivialisant,
soit

B:={yc G{Ip(y) e GQ) avec r(p(;)) = r(y) et s(p(y)) = s(7)} .

B cst borélien dans G.

Posons g =: A, . Soit f unc fonction borélienne bornée d support compact
sur (7. On a:

Sf(v) dito v(y) = Y, flgy)due v(y)
B ol *€01n
ct done

Sf(v“’)é(v”‘)du o v(y) = Sf(v*)ﬁ(cp(v"'))du o ¥(y).
B B

On en conclut que 8(y) = d(@(y)) pour pov-presque tout y de B. Soit
B = {ye B|o(y)#£5(¢(y))}. B estuo v-négligeable et invariant & gauche et & droitc
par G(£2). Donc, pour x dans r(B’), B’ n'est pas v*-négligeable et r(B’) est alors
v-négligeable. Comme #(B’) == NnQ, N est négligeable. 1l suffit de modifier J
en posant ¢’ == | sur GV, Q.E.D.

4. DESINTEGRATION D’UNE REPRESENTATION

La désintégration d’une représentation de C*(G), et donc de C*(V, F) a
déja ¢té obtenue par P. Hahn [7] et J. N. Renault [11, Théoréme 1.21, p. 65 et
Lemme p. 69] dans le cadre général des groupoides localement compacts, moyennant
de faibles hypothéses.

Cependant, dans le cadre du graphe d’un feuilletage, cette désintégration se
fait non seulement ¢lémentairement mais aussi réguliérement (cf. Théoréme 4.2
ci-dessous) en utilisant la structure locale du groupoide d’holonomie.

4.1. DEFINITION. (cf. [I, Définition 4.1]; comparer avec [11, Définition 2.1.6.,
p. 52]). Nous appellerons représentation borélienne de G un couple (H, U) ou H
est un champ borélien (de base V) d’espaces dc Hiibert ct & un champ borélien
d'unitaires U(y) : Hy,y — H,(, vérifiant

U(pU(y') = U(yy’) pour tout (y,y)e G .

Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant:

4.2. THEOREME. Soit m une représentation non dégénérée de C*(G) dans un
espace de Hilbert 7. Alors, il existe une mesure transverse A de module & et une
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représentation borélienne (H, U) de G telles que :
@
i) # —S H,.dA (x)

vV
1
i) [n(f)EI(x) = Sf(v)fs(v)_? UNEsndv™(y)  pour fe D, e et xc V.

Examinons tout d’abord la situation locale. Soient @ =: U X T un ouvert
trivialisant et = une représentation de C*((2, %) d’espace essentiel #.

4.3. PROPOSITION. i) Il existe une mesure L sur T et un champ borélien (H),g ¢
d’espaces de Hilbert tels que, en posant u = Sa' dA(2), la représentation i est équi-
r
Y ’ - @ -y
valente @ la représentation t dans\ H,du(u, t) définie par
2

GO = S.f’(‘v)ém) dvi(y)
(fe 2(Q), e Se H,du(u, t) et x e S?) .

ii) Si (A, H) et (X', H') sont deux décompositions de n, alors /. est équivalente @
A" et H, est isomorphe a H{ pour A-presque tout t de T.

Preuve. Ceci résulte de l'isomorphisme C*(Q, F) =~ Cy(1) ® H ou H est
Palgébre élémentaire des compacts dans L3 U) (cf. [l, Proposition 7.7a, p. L16])
et de la décomposition des représentations des C*-algébres commutatives. Q.E.D.

On se fixe dans la suite une représentation non dégénérée n de C*(G).

Soient Q"= U'XT' = @ :- Ux T deux ouverts trivialisants de V. Notons =,
et g les restrictions de 7 & C¥(Q, F) et CHQ', F), d’espaces essentiels #, et H# .

L’inclusion Q' < Q détermine une application (localement un homéomor-
phisme) ¢ : T” — T par la relation U’'x{t} = Ux{¢(s)}.

La Proposition 4.3 donne des désintégrations (4, H, 7t 5, Wo)et (A, H', T o, Wg),
olt W, (resp. Wy est un unitaire qui entrelace n, et 7,y (resp. my et Tg). On a:

@
4.4. COROLLAIRE. i) Wyo(# o) = S H,du(u, t);
&
i) uiQ' et u' sont équivalentes,
iit) Il existe un champ borélien (V}),z 1 d’opérateurs A'-presque partout unitaires

V., H{ - H,, , tels que
. . dy’ ve |
(WaWho), = ('g,;(")) Viés

®
avec x == (u',t) dans Q’, ¢ e S H; dy'(u, t).

&
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®
Preuve. 3# o est 'espace essentiel de nyy et S H,du(u, t) est celuide ﬁntca(u',;)-
>
i) en découle.
ii) et iii) expriment l'unicité (4.3, ii)) en considérant les décompositions
(A, H') et (¢*(2), Ho ) de gy . Q.E.D.

Dans tout ce qui suit, on se fixe:

1) un recouvrement régulier de V' par des ouverts trivialisants (Définition 1.2)
Q,92,,...,9,,

2) une représentation non dégénérée n de C*((G) dans un espace de Hilbert
de restriction 7; a C¥*(Q,;, %) d’espace essentiel 2,

3) des décompositions (4;, H;, W, #,) de n; données par la Proposition 4.3.

4.5. COROLLAIRE. Soient Q,;=Q,nQ; et W= WW}F 1 W(# nK;) -
- W{# , nH);). On a: '
i) si Q= @, etH; sont orthogonaux,

@
i) W) - S H, (i 1)

9.
i) ;195 et 1;1Q;; sor: équivalentes,
iv) il existe un champ borélien (V;(x)).e 2y d’opérateurs p-presque partout
unitaires V(x) : H; | — Hi"i ot x = (uy, t;) = (u;, t;), tels que:
a) Vi(u;, 1) est indépendant de u;
1
, di; \ . (e
b) WO = (-d-i-) V(e (c e S iy 05 x€@y).
‘ ij
Preuve. Si Q,nQ; = @, on a pour fe Z(Q) et g€ P(Q), f+g=0, dou
n(f)n(g) =+ 0. i) en résulte.
Supposons ;N Q,;#0 et soit Q un ouvert trivialisant contenant Q;U Q;.
Soit 7 g la restriction de 7 & C¥(R, &F). Le Corollaire 4.5 résulte alors immédiatement

de 4.4, Q.ED.
Soit (¢,) une partition de P'unité subordonnée au recouvrement (£2,). Posons
M= Z Dl
izl

Pour i, j, les mesures y;|Q;; et 1;|Q;; sont équivalentes, donc u|2; est quasi-
-invariante. Il existe alors (Proposition 3.3) une mesure transverse A de module
otelle que u =4, .

Pour x e V, soit j(x) le plus petit entier j tel que x e ;. Posons H, = H;, ,
six = (u,t) dans Q; .. Pour x € Vet j tels que x € £;, on pose

Vilx) =V, j(%)  (avec Vjx(x) = 1).
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L’application x — j(x) étant borélienne, les champs (H,).e et (V}(.\'))xm)i
sont boréliens. De plus, pour tout j, ¥;(x) est y-p.p. unitaire. Soit ‘

. (@ ®
W; :S H; dpg(u, t)—»S H, du(x)

!.)j !)j
ye du -1 .
(W}E), = - d‘— - ()T VL,

1

Punitaire donné par

et posons
_ - ®
W= W/W,; :#; > S H. du(x).

]

®
4.6. PROPOSITION. Il existe un unitaire W de # sur S H.du(x) dont la restrie-
- v
tion a K ; soit W; .
Preuve. Comme r est non dégénérée et que C*(G) a une unité approchée duns

n
Y, C(R;, 7), les A, sont totaux.
{=a1
Pour {;es; et ¢;esf;, on a:

(WEIWEY =0 =(EJEY  si @;nQ = B (Corollaire 4.5. 1)),

Si Q,nQ;#0, soit Q un ouvert trivialisant contenant Q,U @Q;, et W, I'unitairc
du Corollaire 4.4. On a:

(WENWEY = (Wl IWal;) = (ENED .

@
Il existe donc une isométrie W de s dans S H,du(x), et cette isométrie est clairement
X 4
surjective. Q.E.D.

4.7. LeMME. Il existe un borélien saturé A-conégligeable X < V tel que pour
tout x € X et tout triplet (i, j, k), on ait :

i) si xeQ;nQ;, alors V; (x) est unitaire,

i) st xe ;N Q;nQ, alors V;, (x)V;, (x) =V} ().

Preuve. Pour tout i,j, soit N; ; I'ensemble des xe Q,n Q; tels que V; (x)
ne soit pas unitaire. C’est un borélien saturé p-négligeable dans Q;nQ;
(cf. Corollaire 4.5, iv) a)). Soit N, ;,j son saturé dans V. Pour i, j, k,on a:

WWHWH 00, = WWFWWHW (N ; N H)
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et donc .

N = {x enQ;nQ| Vi, i(x) # Vk,j(x)Vj,i(x)}

A
est un borélien y-négligeable et saturé dans Q; N Q; n . Notons N, ; , son saturé

dans V. D’aprés le Lemme 3.4, les N~,.,j et les ]V,.,j, « sont des boréliens A-négligeables.
On prend pour X le complémentaire de leur réunion. Q.E.D.

Pour y e G¥ n G(R,), posons
U@y) = VErmV (s() .

Alors, U(y) est indépendant du choix de / tel que y e G(2;) en vertu de 4.7, ii).
Enfin, U(y) est unitaire en vertu de 4.7, i). Remarquons que 1’'on a de plus:

(W (/W) = Sf(v)é(v)’?U(v)éﬂy)dv"(v) pour f€ 2(2).

4.8. LEMME. I! existe un borélien saturé A-conégligeable X, = X tel que,
pour tout x € X, et toute suite finie (yy, ..., ;) avec y; € G(Qij) et Y1... 7 =x,

on ait:
UlypU(y,) ... Uy = 1.

Preuve. Pour toute suite finie /= (i, ..., 7) avec iy =1, et y = ;... 7
avec y; e G(Qij), posons U,(y) = U(y,) ... U(y,). Ceci est indépendant de la
décomposition y =: y, ... 7., U étant un homomorphisme sur G(2,) n G* .

L’ensemble G(Qil) ... G(Q,) est ouvert et invariant a gauche et a droite par
G(Q,.l); il existe donc un ouvert saturé @ dans Q,-l tel que G(Q,.l). . .G(Q,-k) n G(Q,-l) =
= G(Q) .

Pour f=fixfo*x... 2f,, fe D(Q) etf,-e@(!)ij) ona:

(Wa(f)W+e), = Sf(v)am‘? UG sy V() .
et

1
[(Wr(fOW™) ... (Wa(fJW*)], = Sf (M3 2 U0y AV ()
pour ¢c S® H,_du(x). Et le lemme se démontre comme le Lémme 3.6. Q.E.D.
p .

4.9. Fin de la démonstration de 4.2. Pour x ¢ X, posons H, = 0. Pour y € G%
il existe Yy, -.., Vi Vi € G(jS) tels que y=7;... y¢. Posons U(y) = U(y,) ...
... U(y,). Le champ U est clairement borélien. La représentation 7 et la représen-
tation (A4, U) coincident sur 2(Q;) et donc sur tout 2 (Lemme 1.8). Q.E.D.
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4.10. CoROLLAIRE. /] existe une unique représentation p de C(V') dans # vérifiant

p(f)n(g) =a(for-g) feC(V) ge2.

Preuve.
Existence. La multiplication diagonale dans la décomposition du Théoréme 4.2
convient.
Unicité. Cette formule détermine entiérement p en prenant une unité approchée
de C*(G). Q.E.D.

La proposition ci-dessous précise 'unicité de la désintégration.

4.11. PROPOSITION. Soient (A, U) et (A', U') deux décompositions d’une
méme représentation n de C*(G). Alors, il existe:
a) un borélien saturé négligeable N de V,
b) une fonction borélienne h strictement positive sur V,
c) un champ borélien d’opérateurs W, : H. —» H; (xe V) tels que :
iy A=hA,
ii) W, U(y) = U'(p)Wyy,, pour y¢G",
iil) W, est unitaire pour x ¢ N.

Notons é (resp. 8’) le module de 4 (resp. 4'). Dans i), k4’ désigne la mesure

hor

) oo
transverse de module -— ¢’ définie par:

o
hA' (%) = A'(hos-0).

Preuve. Posons pu = A, et ' = A,. Soit S un unitaire entrelagant les deux
décompositions de 7. Par unicité de la représentation p (cf. Corollaire 4.10), 'uni-
taire S échange les multiplications diagonales. On en déduit que u est équivalente
4 1 et qu'il existe un champ borélien d’opérateurs T, : H, » H;, p-p.p. unitaires,
tels que:

1
S, =g(x)¥TT, pour u-presque tout xe ¥,

. d .
ol g est une détermination borélienne de &ﬁ’ (cf. [8, Théoréme 4.11.9, p. 144]).
I

De plus, comme S entrelace les deux décompositions de m, on a

T,y U(y) = U'(»)Ty, Ppour o v-presque tout y e G.

: / - gor o,
Enfin, I'égalité u = gy’ entraine 6 = =——6' pe v-p.p.
gos
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L’ensemble
N . . . 5
= {x e V| T, est unitaire et, pour v*-presque tout y € G*, on a g(s(y)) 37(—) =g(x),
Y

T.UG) = U'(y)Tsm}

est alors p-conégligeable.
Soit (@, ..., 2,) un recouvrement régulier de ¥ par des ouverts trivialisants,
et y : & — G une section telle que I'on ait:

y(r(y), s(y)) =y pour tout y e G(Q))

(cf. Remarque 1.5). Pouri=1,...,n, YN Q, est pu-condgligeable, et il existe donc
une transversale T, de Q, telle que Y; = Y n T, soit conégligeable dans T; pour la
mesure A; := AVT , ol Vr, désigne la fonction caractéristique de 7' (cf. [1, p. 40]).

Soit B; < Y, un'borélien Aconégligeable dans T';. Posons N; = Q,.\E,-, ou 1},.
désigne le saturé de B; dans Q;. Soit ]7,- le saturé de N; dans V. Comme N, est un
borélien pu-négligeable, N = U N ; est un borélien saturé pu-négligeable de V
(Lemme 3.4).

Pour x € N, posons A(x) = 1 et W, = 0. Pour x ¢ N, il existe ie {1, ...,n}
tel que x € Q;, ainsi que y € G(R2)) tel que s(y) = xety =r(y) e B;.

Posons
5(7)

W) = -2 Y op
(x) 50) g(r ()

et
W.\' == U’(y)~17vr(y) U('}’) .
Ce choix est clairement indépendant de /, et les conditions ii) et iii) sont vérifiées.

. hor ,
Comme & —= .I -~ 8" hors de G¥, hA’ est une mesure transverse de module 9.
108

L’égalité A, = hA, implique alors i) (cf. [1, Théoréme 2.3, p. 43]). Q.E.D.

4.12. REMARQUE. L’algébre C*(V, %) se définit intrinséquement en rempla-
cant les fonctions sur G par les sections du fibré [A!1'%(4) (de base () des densités
d’ordre 1/2 sur 'espace tangent a g.

A la mesure transverse A est associée une forme linéaire positive C sur |A(F)
(courant dans le cas orientable), en posant:

Clo) = A(s*(®)

8 — 2159
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(cf. [1, Proposition 7.13, p. 121]). Avec les identifications évidentes de

1 1 1
-7 (!Af 29)7 ©oavee - (L’AI 23;);%)‘) ® (‘AE 2497)5(7)
et de

1 1
(A2 F)y,, avec (IA[2G*),
le Théoréme 4.2 s’énonce alors:

) Pour toute représentation n de C*(V, #) dans un espace de Hilbert &, il
existe une représentation borélienne (H, U) de G et une mesure transverse A de
module §, telles que I’on ait, en notant C le courant associé :

® 1
%=S(m®MN%NC

1
et pour toute fe C (l4]2g) et tout E e #:

Wﬁm@~ymawwwmgm.

G*

5. REPRESENTATIONS INDUITES

Soient x e V et G% le groupe d’holonomie en x. Pour toute représentation
unitaire continue ¢, de G¥ dans un espace de Hilbert H, nous allons définir une
représentation induite Indo, de C*(G) et étudier quelques propriétés élémentaires de

X

ces représentations.
Soit A I'espace de Hilbert des applications v*-mesurables ¢: G¥ — H vérifiant:

i) {(g7) == 0.(8)é(y) (geC3, yeGY)
1i) Sﬂé(?)ll“'dm"(s(y)) < ~+oco, ceci ayant un sens & cause de i).

4
x
Le résultat suivant est classique:

5.1. PROPOSITION. Posons, pour fe D et Ee KA :

[6(Ey) = Sf(v*lv')c“())’) dvi(y’) .

Gx

On définit ainsi une représentation involutive de & dans A" qui se prolonge en une repré-
sentation (encore notée o,) de C*G).
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5.2. DEFINITION. (cf. par exemple [11]) On dira que & est la représentation
induite de o, & C*(G), et on la notera o, = Indo, .
X .

5.3. REMARQUES. i) Soit # = LX/,,0*) ® H. .Soit y : # — G une section
borélienne de 'application (r, s) donnec pax 1.4. Alors, l'application U : X — #
définie par

U = &y(x, »)]

est un isomorphisme d’espaces hilbertiens ct ¢, peut étre réalisée dans #” au moyen
de U. On a alors:

(G2f)E0) = Sf [v(x, )~ Wlodyy(x, s(v)) = (s(y)) dv¥(»).
' C G* ' ; ' o .o
ii) Soit p, la représentation réguliére droite de GY. Alors, Vapplication

V i LYG*, v*) - A définie par (VE(y))g) = &(gy) est un’ isomorphisme d’espaces
de Hilbert qui entrelace R, et p, .

Soit {(a,),e un champ mesurable de représentations de G% ot (7, m) est un
espace mesuré standard. On a évidemment :

5.4. LtMME. Avec la Remarque 5.3. i), Inde, a une structure naturelle de
X

champ mesurable de représentations, et on a:

<) ®
Ir;dg o, dm(t) = S ,(h}lcda,)dm(t). .

Soit y € G et posons x = r(y), y = s(y). Pour toute représentation ¢ de Gy
dans H, notons yo la représéntation de G% dans H définie par
(yo)(g) = o(y~gy) .
Il est immédiat que:
5.5. LEMME. Inda et Indya sont deux représentations équivalentes.

" Soit A un operateur du commutant de o, dans . Posons pour ge]f et
¥ € G* : (T,E)(y) == AE(7)). On a:

5.6. LeEMME. 1) T, est un élément du commutant de 6, == Indo- . dans X .

i) Le commutant de o, dans A est e,\actemenl / ensemb/e des opérateurs- T,
de cette forme. : '
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Preuve. i) ITmmédiat.
i) Soit T un élément du commutantde ¢, . Pourfe Zeté,ne A, ona:

(GLN)TEimy = TG (f)Eln) = (G AHET*n),

soit

SS P TEY)In)) dviy) das(s(r) =

x
txxG

= SS SOTWICEE)(TH)(7)) dvi) daX(s(7)).
txxGx
Cette égalité reste vraie pour toute f borélienne. Or, £, est borélienne dans V et
Papplication :

£eX GF3(,7) — 73, )y € G

est un isomorphisme borélien qui transforme la mesure 2* @ v* en a*e v, oll

(@ o V() = S (f) da ().

¢

X

On en déduit:
{TE@N)InG)) = CEOHUT*N()).

2* @ v*-presque partout. Il existe alors 4 € £(H) tel que
Ti(y') = ACK')
et l’égalité T(gy) = o.(g)TE¢(y) impose & A d’étre dans le commutant de ¢,. Q.E.D.

5.7. COROLLAIRE. i) Inde, est irréductible ou factorielle si et seulement si
x

o, est.
ii) Soient A < H une partie totalisatrice pour 6. et ¢ € L¥ £, 2%), ¢ #0.
Alors {p®< | & € A} est rotalisatrice pour Illdax.

5.8. PROPOSITION. Soient o et m, deux représentations de G%. Alors, si o est
Jaiblement contenue dans ., Indo, est faiblement contenue dans Indn, .
X X

Preuve. Soient H et K les espaces de o, et n, . Réalisons Indo, et Indn, dans
LA, 0a*)@ Het L3, ,0*)® K (Remarque 5.3). Soit ¢ € L¥¢,,a*). Il suffit de montrer
(5.7.ii) que pour tout ¢ € H avec |¢@®&|, = 1, létat: f— {Indo (N e@E).0®E)
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est limite d’états associés 4 Indn,. Or,
X

(Indo (e ® o ® &) =

I

SS PO x 1)) o (71(x, ()~ DEE) dve(y) do(y) =

X
vEG™, yel,,

2EGY
* ¢

= ¥ {o.(2)2E) S 0()f(1(x, 1)~ g¥(x, 2)0(7) da(7) dai(z).
xé

La proposition résulte alors du fait que ’application

g- SS (2 f(¥(%, ) ~'gy(%, 2)9(¥) da*(y) da*(z)
txxlx
appartient a /4(G%) . Q.E.D.

5.9. On s’intéresse dans ce papier & C*(V, %), et donc aux représentations de
C#(G) faiblement contenues dans (R,),c,. La Proposition 5.8 nous montre que
c’est le cas des représentations induites A partir des représentations faiblement con-
tenues dans la représentation réguliére de G%.

5.10. DEFINITION. Soit [ un idéal de C¥(G). On dira que c’est un idéal primitif
induit s’il existe x € V et une représentation irréductible o, de G% tels que

I = Ker(Indo,) .

Si, de plus, I > (M Ker(R,), on dira que c'est un idéal primitif induit de
xEV
C¥(V, F).

5.11. PRoOPOSITION. C*(G) a une représentation n d’image I’algébre des compacts
si et seulement si F a une feuille compacte.

De plus, si le groupe d’holonomie de cette feuille compacte est moyennable,
on peut prendre pour © une représentation de C*(V, F).

Preuve. Soit £, une feuille compacte. La représentation Ind¢,, ol ¢, est la
représentation triviale de dimension 1 de G%, est irréductible et,xpour tout ouvert
trivialisant Q, n(C*(Q, #)) < A (car 2 N£, est réduit & un nombre fini de plaques).

Réciproguement, soit n une représentation de C*(G) d’image les compacts.
Soit (4, U) une désintégration de n. Pour tout ouvert trivialisant Q, n(C*(Q, &))
est incluse dans ¢, et donc le support de A dans € est discret. Pour tout x dans le
support de A4, , ¢, est fermée dans supp(4,), donc est compacte. Q.E.D.
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6. IDEAL PRIMITIF INDUIT ASSOCIE A UNE REPRESENTATION DE C%()

Soit n : - (A, H, U) une représentation factoriclle de C¥(G) (cf. Théoréme 4.2).
Pour x € V, notons o, la représentation de GZ dans H, :

(Tx(g) = U(g)~

Le but de ce paragraphe est de démontrer
6.1. PropositioN. Kerlndo, est un idéal primitif induit ) pour A-presque tout
X
x. De plus, cet idéal est essentiellement constant.

La méthode utilisée pour démontrer 6.1 est celle de J. L. Sauvageot [12],
adaptée 4 notre cadre. 4

Soit Z I'ensemble des couples (#, y) ot H est un sous-groupe d’un % ct
ye H. X est un groupoide dont I'espace des objets est ’ensemble T des sous-
-groupes des groupes d’holonomie, avec:

f'(i{, ;") - s(}l’, ‘))) = H
(H, y)H, vy = (H, 97").

Z est une partic de £ (G) X G ol HA(G) est I'espace des parties fermées de
I'espace localement compact G, muni de la topologie de Fell. '

Rappelons que la topologie de Fell est métrisable compacte (cf. [4]). Une
base d’ouverts est formée des

UC,0)- - [Fe (G| FNC=0 ct Fnw#@ pour tout we @}

ou Cest un compact de G et O un ensemble fini d’ouverts non vides de G.
Pour tout /7 e 2™, soit A la mesure de comptage sur H. Soit M(G) lespace
des mesures de Radon sur G, muni de la iopologie de la convergence vague.

6.2. LeMML. i) Z© est compact métrisable.
ity H — M est un homéomorphisme de £© sur son image duns M(G).

Preuve. 1) Soit F dans le complémentaire de Z(® et construisons un voisinage
ouvert de F ne rencontrant pas £,

Si F=@, #GW, ) convient.

S’il existe y, v e F avec r(p)#£s(y), %(D, {G? Gol) convient ou Q et @
sont des ouverts séparant r(y) et s(y’).

Si F < Giets’il existe y, ' € Favec y7'~1 ¢ F, il existe un voisinage compact
Cde yy’ =1, Cn F = @ et des voisinages ouverts w et w’ de y et y’ tels que ww’~t < C.
Alors %(C, {w, ®'}) convient. :

1l s’ensuit que Z©® est fermé dans #(G).
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ii) D'aprés i), il suffit de prouver que, pour toute fe C(G), 'application
H — JH(f) est continue. Fixons He Z©® cte > 0. Comme H est discret, H n supp(f)
est un ensemble fini {y,, ..., y}. Pour i =1, ..., k, soit w; un voisinage ouvert de
w; tel que lapplication (r, s) : w; = V X V soit injective et tel que:

(Vyew) |f(y)—fo)l< i

k
Soit C = supp(f)\|J w;. Alors,

i=1
H’ E”’/[(C, {(1)1, ey (Dk}) n 20 = M’H(f) - j'H'(.f)l <&
R Q.E.D.

REMARQUE. Ce résultat reste vrai méme si G n’est pas séparé, la topologie de
Fell restant compacte dans ce cas (cf. [4]).

6.3. COROLLAIRE. i) Z est un groupoide localement compact.
i) H — A" en est un systéme de Haar.

Preuve. i) X est fermé dans 2@ x G.
i) Pour fe C(Z¥) et ge C(G), H— 24(f ® g) = f(H)A¥(g) est continue.
Q.E.D.

Notons C*(Z) la C*-algébre du groupoide X (cf. [12], § 2).
A He XW et o, représentation de H on associe la representatlon (H o) de
C*(2):
(H, 0)(f) = 3, flH,7)a().
yEH
Si o est factorielle ou irréductible, il en est de méme pour (H; ¢). Enfin, toute

représentation factorielle de C*(Z) est de ce type (car C(Z) est inclus dans le centre
de C*(Z)). On a donc

N A
C(y= U H
Hez'
Pt ~
C¥X)= || H
Hez©®
PrimC*¥(%)y = || Prim(H).
Hez®

D’aprés la Proposition 5.8 et le Corollaire 5.7, & tout idéal primitif
i e PrimG% = PrimC*(Z) est associé un idéal Ind/ de C*(G) par la condition
KerInde = Indi  si Kero == i
Généralisant la Proposition 5.8, on a:

6.4. LEMME. (cf. [12), Lemme 4.2 et Corollaire 4.3) L’application

PrimC*(Z) o || PrimG% 3/ — Indi e PrimC*(G)
xcV
est continue.
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Preuve. Soit (m;=(x;, w;));e, 0l w; est une représentation de (i:;‘. Supposons que
Ty = (Xq, o) soit faiblement contenue dans (7;);e, . Le Lemme 6.4 revient 4 montrer
que (Igfi‘i'j)j@, contient faiblement I;lodw,,. Notons H; I'espace de w; (jeJU {0})
et F]J ~. L‘*'(/xj, «"i) @ H; (cf. 5.3) espace de Ii_*njdwj . xgest adhérent & {x;};c:,, et on
peut supposcr quc x; et x, sont dans un ouvert trivialisant Q. Soit /1 e C(G(£2)).
Pour jeJ ou j- 0, soit he Lﬂ((xj, a"j) donnée par

hi(y) = h(y(x;, »))
et soit ;¢ H;. Comme en 5.8, on a:

(Iydwj(f)(hj ®ENh®E) =
)

=% (0@ SS I L 3) g, W) Ao I(0) de i) -

*j
s€6t [T
J i i

= % s f s i)@)n @18, .

X .
reGy)
J

Le lemme résulte alors du fait que (H,g) — (h = f « h)(g) appartient & C.(Z).
Q.ED.

o~ - ‘\
Posons Z = | | G < C*(2). On a:
xgeV
6.5. LEMME. & est borélien.

o
Preuve. Soit | I'application naturelle de C*(Z) dans PrimC*(Z). Elle est
borélienne (cf. [2], 7.2.2). Soit S I'application naturelle PrimC*#(%) -» 20 Elle est
continue car si (H;, 0;),e, contient faiblement (H,, 6,), H, cst adhérent & {H}};e, .

—
Ona Z . {(x,d)eV X C¥Z)| S(i()) = GZ}. Or I'application x — G% est boré-
lienne d’aprés 6.2, ii). Q.E.D.

Soit p 'application naturelle de = dans V. Posons
I'={({,DeZ X Glr(y) =p&)}

C’est un groupoide mesurable avec
ro -z

HEy) = ¢
5 y) =y7%
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ou y™ esigne ia classe ae uasi-equivalence des re resentations y~'w (w e , et
U y—¢ désigne la classe de quasi-équival des repré ions y~'w (we )
ENE, V)= ) (=)

Notons encore p I'application de I' dans G définie par p(&, y) = y. Il est clair que
Pp¥(v) est une fonction transverse pour I
Soit m = (A, H, U) une représentation de C*(G). Pour x € V, soit o, la repré-
sentation de G% dans H, définie par o.(g) = U(g). Notons encore (g,) (xe V) la
représentation (G%, a,) dc C*(Z) associée a o,. Le champ (0,),¢cy est manifestement
borélien. Posons
r= S® o,.du(x)

14

(cf. [12], Définition 5.2). r ne dépend pas du choix de (A, H, U) en vertu de la
Proposition 4.11. Soient

®

Fo= S re dm(&)
N
C* ()

la désintégration centrale de r (cf. [2], 8.4.3) et

m= Smx dp'(x)
v
une désintégration de m selon I'application naturelle C*(2) — V. On a:
LEMME 6.6. i) p' est équivalente a A, et, pour p'-presque tout xeV,
]
S redm (&) est équivalente a o,.

N
)
ii) La mesure m est portée par =.
e p . . . . T —— ’ - by
iii) La mesure m est -quasi-invariante, i.e. m o p*(v) est équivalente @ m o p*(v).
iv) Si m est factorielle, m est ergodique.
Preuve. On raisonne comme Sauvageot ([12], Remarque 5.3 et Lemme 5.4).
i) Posons
, ®
oy = redm, ().
N
C*(2)

Ceci a un sens pour y'-presque tout x € Vet on a

@
r = S ordu’(x).

v
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On en déduit ([2], 8.2.4) que p’ est équivalente & A et que o, est équivalente

a o, pour y'-presque tout x. On prendra p’ == 4 .
@

ii) Pour presque tout x, S redm, (<) est une désintégration centrale de o,
TN
B ~ CH2)
et m, est portée par G < =.

iii) Pour y € G, les représentations ya,,, et ,(,, sont équivalentes puisqu'entre-
lacées par U(y). Par unicité de la désintégration centrale, les mesures ymi .y ¢t ni, .,
sont ¢quivalentes pour 4, o v presque tout y. Posons

d(m,( ',))
d(ymgy)

(p(c) = p(y)) ol J est le module de A. 4 est une fonction mesurable sur I" et on a:

4, 7) = 6(7) - (9]

Amo p*(v) == m » p“‘(v).

iv) Soit # I'espace de n. Ecrivons

@ @
H = S H,d4 (x) =S Hedm(é)

=

®
oll H; est 'espace de r,. Pour fe@ et 5 :S nedm() e #,ona:

z

HME = Sf(v)A(v, &) BU() (1,4 V().
G P&
Donc a un borélien invariant de = correspond un élément de n(C*(G))’. De plus.

comme ©(C#(Y)))” cn(C*(G))", cet élément appartient au centre de (CH*(G))".
QED

6.7. Fin de la démonstration de 6.1. (cf. [12], Lemme 5.4). L’application
¢ -» Ker(Ir(ldrg) de = dans Prim(C*(G)) est borélienne (Lemme 6.4), constante sur

les orbites de I" {cf. 5.5), donc m-essenticllement constante car m est standard et
PrimC%(G) est dénombrablement séparé.
Pour A -presque tout x et pour m,-presque tout £, on a Kerllldr‘g ==J oul

est un idéal primitif induit fixe. Comme

®
Indo, = S Indr,dm.($) (cf. 5.4)

on a KerInda = I pour 4, -presque tout x.
Or KerInda est constante sur les orbites et KerIndax = I pour A-presque

tout x. Q.E.D.
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7. AB()NDANCL DIDEAUX PRIMITIFS INDUITS °

Au precedem paragxaphe nous avons associé 4 une representa‘uon fdctonelle

7 de C¥*(G) un idéal primitif induit [, :
.. Nous montrons maintenant que [ contient Kern (Proposmon 7.3) et qu’il

lun est égal sous certaines hypothéses de moyennabilité (Proposition 7.6).

Les méthodes utilisées sont - pour la premiére partie — celles de (6] et
pour la deuxiéme celles de [12, § 6].

Soit 7 une 1epresenlatlon factorielle de C (G), et soit (A, H, U) une désin-
tégration de m (Théoréme 4.2) telle que:

MxeV) (VyeGy) oy =1 (Lemme -3.8).

Dans ce paragraphe, A est considérée tantot comme mesure transverse, tantot
comme mesure sur les transversales (cf. [I])

Comme = est factorielle, la mesure A est ergodique. La dimension de H, étant
essentiellement constante, on peut remplacer ce champ par le champ constant H.

Soit o, la représentation de G dans H définie par:

olg)=U(g) (geG3).

Soit € —= U X T un ouvert trivialisant avec A4 (2)#0. Soit uye U et identi-
fions {u,} X T avec T. On peut, en remplagant A par une mesure équivalente,

supposer 5]G(Q) - 1. On a alors Ao = Sa'd}l(t).

On peut aussi supposer que U]G(Q) =1, en rempla@ant U(y) par U’ (y) donné

par
U(v) = U(Q'y) sir(»)eQ, s(v) ¢9
ou y’ € G(Q) et vérifie r(y') e T, s(y’) = r(7).

Soit X Pensemble des x e ¥ tels que KerIndo, = I,,; ¢’est un ensemble saturé
A-conégligeable (Proposition 6.1). Alors Tn X exst A-conégligeable dans 7. Comme
I'application S qui & x € V associe son groupe d’holonomie est borélienne, il existe
(Théoréme de Lusin) un comphct Y < T, vérifiant

i) YclJX,

i) A(Y)#0,

iii) Papplication S-est continue sur Y.

Soit p la projection de Q sur T.
Nous aurons besoin du lemme sulvant

7.1. LEMME. (cf. [6], Lemme 13) Soit C un compact de G. Il existe une
partition borélienne finie (Yy, ..., Y,) de Y telle que I'on ait, en désignant’ par Z,
le saturé de Y, dans Q: S oL
pr() =p(s() siyeGiinC.
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Preuve. Soit d une métrique définissant la topologie de Y. Soit Z le saturé
de Y dans Q. 1l suffit de prouver qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour ye C, v« G%, on
ait:

d(p(r(7), p(s()) < &= p(r(3)) = p(s(3).
(Il suffira alors de prendre les Y; de diamétre < ¢). Raisonnons par l'absurde.
Soit C" = G(Q)CG(2). Alors C’ est relativement compact. Si I'énoncé était faux,
il existerait une suite (y,) d’éléments de ¢’ avec

1
rgeY, streY. dr(), sty <-

et 7(y,) #5(7,). On peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que y, converge
vers y ¢ G. On a alors r(y) == s(y) e Y.

Soit W(d, d’) un voisinage de y avec dom(d), dom(d’) <z . Pour i assez
grand, vy, € W(d,d") et donc d(r(y,)) = d'(s(y.))#d'(r(v,)) (r(7,) et s(3,) appar-
tiennent a T et sont distincts).

Ona G} e 4D, {W(d,d")}), mais ng:;w(@, {W(d,d’)}), ce qui contredit

continuité de S sur Y. Q.E.D.

®
Posons rzS (Inde,)dA(y). On a Kert =1, (car Y < X ct A(Y)#0).
y

4
Choisissons une section y : # — G de (r,s) (cf. Proposition 1.4) telle que, pour

v € G(2), on ait:
Pr(y), s(77)) =’ (Remarque 1.5).
Réalisons alors ¢, = Inde, dans Fly = L¥#,, ") ® H (Remarque 5.3).
y
Soient g’ ct y, les mesures sur # définies par

W(f) = S [ Sf(y, 2 da%z)] dAQ)

y

ol f) = S [ Sf(y, ) da«z)] dA()

Y U
y

ol U, est la plaque de y dans Q.
L’espace de © est # = L¥®#, u") ® H. Soit 3¢, < # I'espace LY(Z#, u,) ® H.
On a:

7.2. LEMME. ©(@)(#,) est total dans K.

Preuve. On a:

@
W(2) = S (Inil'day)(.@)’d/i(y).

Y
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Soit P la projection orthogonale sur ©(2)(#,). D’aprés le Lemme 5.6, il existe une
famille borélienne (4,),ey avec 4, € 6,(G})’ telle que:

@
P= S TA, dA(y).
¥
Comme P|J,= 1, A, = 1 pour presque tout y et P = 1. Q.E.D.
7.3. PROPOSITION. I, contient Kerr.

Preuve. 11 suffit, d’aprés le Lemme 7.2, de montrer que, pour £ ey et C
compact de G, il existe @, ..., @, € LAV, A;) ® H= 3¢ tels que:

k
DY ledd® =1l
i=
ii) Pour fe 2, avec supp(f) <« C, on a:

k

<T(f)ff|§> = Z <7f(f)§0i!‘Pi>-

i=1

Soit (Y3, ..., Y,) la partition de Y donnée par le Lemme 7.1. On note encore Z,, Z
les saturés de Y,;, Y dans Q. Posons

H; = S®L2(Uy, o) @ HdA(y) = o,
T
et
Ki=IL¥Z,,A)@ Hc LV, A) @ H=X*,.

k k
On a »#y= @ H;; écrivons alors £ = @ ¢&;. Pour ze Z,;, posons
i=1 i=1

0z) =E¢(p(2), 2), @;ekK;.

On a |[&;]| = [l d’oi i).

Pour ye Cn Gii, on a p(r(y)) = p(s(y)) et donc §(y) = 1 (car 6(y) = 1 pour
y € GZ et pour y € G(£2)).

Soit f'e &, de support inclus dans C. On a:

(e = S Sf(y)<U(y)qoi(s(y))l<pi(z)> dvi(y)da)

Z.0s
‘GZi
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et

(H(f)eiéi) ==
SO, 2) 7KUY s(3)) 7HE(, s())ii(p, 2)) dv(7) do?(z) dA()) =

il
N
S
N“w

TOUG(y, 2)y2(x, (1) DE, sSONE Ly, 2))dvi(y) do?(2) dA().

gl

Or U(y(y, 2)) == U(»(», s(y))) = 1 pour s(y) € U, et donc

.gqg,s
NS

G

GUKREY = S S‘f(v)(U(v)é.-(p(Z'), SONEPa), 2)) d¥(3) dA(2),
ZK- G«ZZ,'

d’ot Iégalité. Q.E.D.

7.4. REMARQUE. Si & est une représentation de C*(V, &), comme I ==~ Kert o
o Kern, I est un idéal primitif induit de C*(V, &%) (Définition 5.10).

La Proposition 7.3 admet une réciproque sous certaines hypothéses de moyen-
nabilité.

7.5. DEFINITIONS. (cf. [11, Définitions 2.3.1 et 2.3.6]). a) Soit 4 une mesure
quasi-invariante sur V. Nous dirons que u est moyennable s’il existe un filtre (f));c:r
de fonctions de C& %(G) telles que:

i) Pourtoutxe Vettoutiel,ona S | fp)i® dv¥(y)==
ii) L’application
= \renTimavoa)

converge vers 1 quand *‘i - oo’ dans la topologie ¢(L*(G, i » v), LY(G, ut ° ¥)).

b) Nous dirons que le feuilletage # est mojennable “en mesuie’™ si totite
)

mesure quasi-invariante sur ¥ est moyennable.

7.6. PROPOSITION. (cf. [12),°6.3) Avec les notations ci-dessus, si la mesure

4= A est moyennable,
Kertr = Kern .

Preuve. Réalisons les ax—Inda dansH =L, a‘)@H Soit n € LV, p)()]l
Nous allons construire une famllle M) ier telle que

nieS H,du(»)
V.

{(Hmin) =ilirflw<f(f miny (Y fe D).
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Soit (f7);e un filtre de fonctions réelles >0 vérifiant les conditions i) et ii) de 7.5 a).
Pour (x, y) € #, posons

e, =Y Ifi»®*
7€G)
et

1%, ¥) = @y, X)8(y(x, y))TUG(X, ) 0(»)-

® -
Alors rlies H. du(x) et ndl = nll. Pour fe 2, on a:
v

<T(f)'li1'li> =

SS Sf(v(x D705 s) 005 sGIINCx, 1)) dvi(y) das() dp(x) =

x
Ve, G

~ S S Sf(v)(v'x(?(x, Py S, ST, 30 AW(3) do(3) du() —

¥
V(xG

_ S S Sf(v)cp.-(s(v), T8 3-8, ()~
Ve, GY
LU n(p)) dv?(y) de*(3) du(x).

Comme d(y) = 1 quand r(y) = s(y),on a:
6(y(x, Yo (y) = 6(y(x, s(»))) si y = r(y).
Si ¢ est une fonction borélienne sur &, posons:

Fiy(x, ) = o(x,y) et P(»)=0 si y#y@r(), s(y).
On a:

)

S(p(x, ) do(3) dpa(x) = S W(y)d(u o V() = S W(y=15(7) " d(u o v)(y) =

’x

- SS 006 )83, X))~ de?(x) du(y)

Vx¢
¥y
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)

UMD In(y)) A (y) de?(x) dp(y) =

et donc

e _1‘ _1
(i) = T (s(v), ) (3, x)0(v(x, ) 28(y(x, s(3)) 2 -

X Cw
QL_/“J

U
- S S F)8)~ 5 {s(3), ) ), -
[0

(r(y)

CU@Ms)in(r () dx"P(x)d(pe o v)(7)-

1
Or, pour fc 2, ¥(y) = f(y)d(y) 2 UIN(s(¥))m(r(y))) estune fonction de L1(G, jev),
et on a par l'inégalité de Cauchy-Schwartz:

1> S 0.5, VPP, B dar () =

!r(y)

=S( Z lf,(g).g) ( Z f‘( )) da’®(x) >

geG gCG

>S Z fi(g)f.(vg)da"’)(X) Sfi(yl)fi(yy’)dvﬂ?)(?,)‘

BCG

D’aprés la propriété ii) de la définition 7.5.a), on a:

1
ey = \|O0) S TMEOIEG)) 8« 96) = (i)
Q.E.D.
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