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HOMOLOGIE DE GROUPES DISCRETS ASSOCIES A DES
ALGEBRES D’OPERATEURS

MAX KAROUBI

Soit A une algébre de Banach complexe. Les groupes discrets de cet article
sont de la forme GL,(A4) (matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans 4) ou
leur limite inductive GL(A) = | GL,(A). Nous montrons ici que si A satisfait 4
une certaine condition de stabilité (cf. 2.6), 'homologie a coefficients dans Z/q
du groupe discret GL(A) est isomorphe 4 ’homologie correspondante de I'espace
classifiant BGL(A4) du groupe ropologique GL(A)[41]. Si le rang stable de A4 est
fini (au sens de Bass {3] ou au sens de Corach, Larotonda et Rieffel [11], [47]), on
a un isomorphisme analogue au niveau de chaque groupe GL,(A4). Ces isomorphis-
mes permettent de calculer effectivement I’homologie de ces groupes discrets, I’homo-
logie topologique étant plus accessible griace a la périodicité de Bott [22], [62].
Si on note G° le groupe G = GL,(4) ou GL(A4) muni de la topologie discréte,
on peut dire aussi que ’homomorphisme de groupes topologiques G® —» G induit
un isomorphisme des homologies mod g des espaces classifiants. Sous cette forme,
«ce résultat rappelle une conjecture analogue pour un groupe de Lie G due a Fried-
lander et Milnor [40]. Cette conjecture a été déja démontrée dans un grand nombre
de cas particuliers [33], [40], [53] mais reste ouverte en général.

Dans certains cas particuliers importants, nous avons pu aussi calculer
H (BGL,(A)’; Z) pouri =1 et 2 (cf. 4.10). En dimensions supérieures, ’homologie
cyclique de A. Connes [9] et les techniques de [31] ont permis d’obtenir quelques
résultats partiels (cf. 4.17 par exemple).

Les algébres de Banach ¢4 -stables’’ sont rencontrées fréquemment en analyse
fonctionnelle (cf. 2.3). Citons les idéaux de Schatten £, [50] (dont est issue la termi-
nologie), les produits tensoriels de diverses sortes de ces idéaux de Schatten avec
des algébres de Banach arbitraires, les C'*-algébres associées a des feuilletages [10],
I’algébre de Calkin, etc. Par contre, les algébres de Banach commutatives n’entrent
pas dans ce cadre.

Pour donner une idée du type de résultats obtenus, considérons simplement
le groupe G formé des opérateurs inversibles dans un espace de Hilbert de la forme
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I -+ k avec k compact. On a alors un isomorphisme
H*(BG®;Z/q) ~ Z/qlcy, ¢, - . .]

ol Ies ¢; sont des classes de cohomologie de degré 2i et sont des analogues de ““classes
de Chern’" pour le groupe discret G. Pour les premiers groupes d’homologie eatiére
on a aussi #;(BG®; Z) = 0 et Hy(BG®;Z) ~ Z,ce qui précise un résultat antiricur
de Brown, de la Harpe et Schochet [16].

Les méthodes utilisées pour démontrer ces résultats font tout a la fois anpel
a la K-théorie algébrique et & fa K-théorie topologique. Rappelons que la K-théorie
topologique de A, utilisée notamment dans les travaux de Connes et Kaspurov
[10], [12], est définie par KP(A) = II,(BGL(A)) ~ II,-.(GL(A)) pour n > & ct
KiP(A4)==K4(A), groupe de Grothendieck de A[28). La périodicité de Bott K{"¥1.4) x
2~ Ki(A4) démontrée par Wood et Pauteur [62], [22] permet de calculer {ous les
groupes Ki°(A)a partir de Ko(4) et de KI°P(4)=IT,(GL(A)). La K-théorie algébrique
{définie par Quillen [45] pour un anncau quelconque; une référence recommundiée
est [20]) ne se décrit pas aussi simplement: les groupes K,(4) sont essenticliernent
des groupes d’homotopie abéliens d'un espace dont I’homologie est celle du groupe
discret GL(A). Ainsi un isomorphisme entre K-théorie algébrique et topologigue
se traduira par un isomorphisme entre les homologies de BGL(4)’ et BGL{ A4).
En fait, comme nous nous intéressons a ’homologie & coefficients finis, il est plus
commode d’introduire des groupes de K-théorie 4 coefficients” notés K (A: Z ¢)
et Ki°P(A4; Z/q) [1], [5] qui s'insérent dans des suites exactes

K, (4) 2 K(A) = K(4; Z]g) = K, 5(A) =3 K,-5(4)
KiPP(A) 2 Kiop(A) - KiPP(A; Z[g) — KiPy(A) 5 Kipy(A).
Ces groupes sont l'exact analogue de ’homologie d’un espace a coefficients dans
Z/q. En fait, un isomorphisme entre les groupes K, (4;Z/q) et K*?(A;Z/g) pour
tout # > 1 implique un isomorphisme entre les homologies de BGL(A)? et BGL{A)
& coefficients dans Z/q.

Pour réaliser ce programme, il nous faut donc calculer les groupes K,(A)
ou du moins les groupes K, (A4: Z/q) pour toutes les valeurs de n. Or les exemples
d’anncaux A pour lesquels on sait faire ces calculs sont relativement peu nombreux:
ies corps finis (Quillen [46]), les corps algébriquement clos ainsi que le corps des
réels (Suslin [52]). On peut aussi citer certains anneaux qui en dérivent comme les
corps de fractions rationnelles ou les anneaux henséliens (Gabber [13], Gillet-Tho-
mason [14], Suslin [52]). En fait, le programme que nous comptons réaliser permettra
d’enrichir cette liste par un grand nombre d’exemples issus de I’analyse fonctionnelle.
En particulier, pour toute algébre de Banach A nous donnons des exemples d’anneaux
A, (tels que ,ﬁ"p(;z)A) dont les K-théories algébrique et topologique a coefficients
coincident. Ainsi, on a des isomorphismes

K(5,®4:Zg) ~ KI®(F,Q4; Z]g) ~ K(4; Z[g).
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Les techniques utilisées pour démontrer ces résultats sont de diverses sortes.
Un réle important est joué par les structures multiplicatives) en K-théorie modulo
g pour les anneaux non unitaires telles qu’elles ont été définies par Browder [5],
Fauteur et Weibel [61], ce dernier ayant démontré le théoréme d’excision qui nous
faisait défaut dans une publication antérieure sur le sujet[27] (voir aussi ’Appendice 1
pour une démonstration élémentaire de ce théoréme d’excision). Il est important
aussi de construire des délagages (non connexes en général) des espaces classifiants
de Ja K-théorie: ceci conduit 4 une définition des groupes K, (4) et K,(4; Z/g) pour
tout ne Z[23]. La démonstration de théorémes de périodicité se réduit alors a
un jeu formel sur les cup-produits tel qu’il a été pratiqué en K-théorie hermitienne
[29] ou dans la K-théorie bivariante de Kasparov [12]. Enfin, pour traduire les
résultats ““stables’” obtenus au niveau du groupe linéaire infini GL(A) en des résultats
sur des groupes spécifiques GL,(A), nous faisons appel aux résultats de “‘stabilité’”
de Van Der Kallen [55], [56], [57] et Charney [8]. Nous utilisons aussi des calculs de
Corach-Larotonda [11] et Rieffel [47] concernant le rang stable de certaines algébres
de Banach, cette notion ayant été introduite par Bass [3] pour les anneaux quel-
conques.

Bien entendu, nous ne prétendons pas avoir épuisé le sujet, méme dans le cas
des algébres de Banach J -stables étudiées dans cet article. Par exemple, 1a relation
entre ’homologie cyclique des idéaux de Schatten et leur K-théorie algébrique,
esquissée dans le paragraphe 4, reste encore trés mystérieuse. Dans le cas des C*-al-
gebres, nous n’avons pas €té en mesure de calculer I’homologie du groupe unitaire
(muni de la topologie discréte) qui lui est naturellement associé bien que ’homologie
du groupe orthogonal stable (dans le sens de [29]) ait été calculée dans le para-
graphe 3.
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0. REMARQUES SUR LES NOTATIONS

0.1. Si A est une C-algébre quelconque, on désignera par A+ la C-algébre
obtenue en adjoignant un élément unité. On posera alors K;(4) = Ker(K;(4+) —
— K,(C)). Si A est une algébre de Banach, A+ D'est également et on définira de
méme K!°P(4) = Ker(K}{°?(4*) — K!°?(C)). On a des définitions analogues pour

t a

les groupes K (4; Z/q) et KI°P(A4; Z/q).
0.2. Si E et Fsont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes,

on désignera par E@;\ Fet EQF les produits tensoriels topologiques considérés par

Grothendieck [15]. En particulier, si E et F sont deux espaces de Banach, E@F est
le complété de EQF pour la norme z — Inf Y] || x;]|-1|y;|] pour toutes les écritures
E

E de z sous la forme Y x;®y;. Ce produit tensoriel topologique satisfait 3 une pro-
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priété universelle évidente. Le produit tensoriel topologique E®AF est I’adhérence
de EQF, considéré comme sous-espace vectoriel de I'espace des applications bili-
néaires continues sur E' X F’, (E' et F’ étant les duaux topologiques de E et F). Si
E, F et G sont trois espaces de Banach, I’ appllcatlon 1dent1que sur E®Q F®G induit

une application linéaire continue de E®(F®G) vers (E®F)®G

0.3. Si £ et F sont deux espaces de Hilbert, on désignera par EQ,F le produit
tensoriel topologique hilbertien, c’est-a-dire le complété de I’espace préhilbertien
E®F.

0.4. Enfin, si 4 et B sont deux C*-algébres, il existe deux espaces de Hilbert
E et Ftels que A (resp. B) soit une sous-algébre fermée de #L(E) (resp. Z(F)) stable
par Uinvolution. On désignera alors par A®B P’adhérence de A®B, considéree

min
comme sous-algébre de L(E®,F). Ce produit tensoriel topologique est en fait indé-
pendant (& isomorphisme prés) des plongements choisis [54].

1. RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On désigne
par 4 l’algébre des endomorphismes linéaires continus de H et par " I'idéal fermé
de 4 formé des opérateurs compacts (c’est-a-dire ici limites d’opérateurs de rang
fini). Si k est un opérateur compact autoadjoint, I’espace de Hilbert H admet une
base orthonormale formée de vecteurs propres de k& (comme dans le cas fini).

Soit maintenant p un nombre réel > 1. Nous allons définir de nouveaux
idéaux dans 4, les idéaux de Schatten ¥, = S (H) pour lesquels une référence appro-
priée est [50]. Un operateurfappartlent a g, ¢’il est compact et si Y, |4,|"2<-co0,
les /; désignant les valeurs propres de l’operateur autoadjoint f*f. En fait, les idéaux
S, sont des algebres de Banach (non fermées dans &) pour la norme

P
I =VY e
La composition des opérateurs induit des applications bilinéaires continues
I XB -,
BRI, >S5,
I XIS,

avec 1/r < 1/p 4+ 1/q d’aprés Uinégalité de Holder.

Mentionnons deux exemples importants d’idéaux de Schatten. L’idéal .#, est
I'idéal des opérateurs a trace (ou opérateurs nucléaires [15]). En effet, si on choisit
une base hilbertienne (e;) de H, tout élément f de #; peut se représenter par une

8 — 1481
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matrice infinie (a;;). La séric Y, a;; est alors absolument convergente et définit un
nombre complexe Tr(f) indépendant du choix de Ja base orthonormale choisie. De
maniére analogue, on peut définir le déterminant de Fredholm Dét(1 -~ f) pour
fe#, comme limite de déterminants de matrices finies.

L’idéal .#, est Iidéal des opérateurs de Hilbert-Schmidt. En termes matriciels,
un opérateur f appartient a 4, si la série Y, |a;;i2 converge. Notons que le produit de
deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est un opérateur a trace.

Par convention ou désignera par £, I'idéal % des opérateurs compacts.

1.2. Soit de nouveau (¢;) une base orthonormée de H. Pour s > 1/2, nous
allons définir de nouvelles algébres de Banach L, (dépendant maintenant du choix
de la base) qui sont définies en termes matriciels de la maniére suivante. Un opéra-
teur fappartient 4 L, si et seulement s’il existe une constante C; telle que, pour tout
couple (7,7), on ait

a;| < Ca=%j-%.
La norme de f dans L est alors définie par la formule

1
{(2s)

M-

Supi¥j*ia;;.

Hest clairque L, < L, pours > t.

Drautre part, si (a;;) est la matrice associée a I'opérateur f de L, avec mainte-
nant s > 1, désignons par A, Popérateur dont la matrice est (b;;) avec b;; - a;;
sii<n et j<n, b;;=:0sinon. En suivant Grothendieck (cf. [50], p. 114), on a pour
tout opérateur B de rang fini

Ny(B) = Inf X G-l

pour toutes les écritures £ de Bsousla forme ¥, /;®x; avec/, € H* etx; e H (H*®H
étant plongé dans #(H)). En particulier, pour des constantes C, C’ et C'' conve-
nables, on a

n+l n+l 2C C’
N, An - An)< Y Eai " ' + !an l‘ < —— < -
(A1 '2:{ IS +1, f=21 S 1) s
® c c
Nl(An+p - An) < Z . < s .
g=0 (n+¢q) w71

11 en résuite aussitdt que la suite (4,) est une suite de Cauchy pour la norme N
et que f est un opérateur nucléaire. Par conséquent, L, < S, pour s > 1.
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1.3. Les algébres de Banach L, dépendent évidemment du choix d’une
base ordonnée. Cependant, si o: N — N est une application bijective, nous dirons
qu’elle est bornée s’il existe des constantes a, b, o, § strictement positives telles que

ai* < o(i) < bib.

Si on pose alors L, = (1) L,, on voit que le changement de base défini par la per-
mutation o laisse invariante 1’algébre L., (qui n’est pas une algébre de Banach),
On peut noter que L, peut étre interprétée comme 1'algébre des transformations
linéaires continues 2(X) — 2(X) qui envoie I'espace des distributions £'(X) dans
2(X) pour toute variété compacte X (ceci est évident pour le cercle X = S?; cf.
[49]). Cependant, nous ne nous servirons pas de ce fait.

1.4. Si H et H' sont deux espaces de Hilbert séparables et si f et f” sont deux
opérateurs dans H et H' qui sont dans la classe de Schatten #,, un calcul immédiat
de valeurs propres montre que f®f’ opérant dans H®,H' est aussi dans #,. Pour
les opérateurs dans L  ou L, Ja question est un peu plus délicate puisque Iappar-
tenance d’un opérateur a L, ou L, dépend a priori du choix d'une base hilbertienne
ordonnée.

De maniére plus précise, si (e;) (resp. (e;)) est une base de H (resp. H'), ordon-
nons la base (6’.-®C’:./) dans le “sens de la lecture”

‘-’1®ei

e®e;, e,

Si on désigne par N(/, i’} le numéro d’ordre de ei®e’f, , on a 'inégalité

i’ < NG, ') < %

ce qui montre que f@f '€ Ly, sifetf’ € L;. En particulier, f®f' € Lo, sif et f' € L, -
On notera que si on choisit Pordre obtenu en permutant les roles de H et H', la per-
mutation des bases correspondantes de H®, H’ est bornée dans le sens précisé plus
haut: elle laisse donc invariante L, . De la méme maniére, les six facons “‘natu-
relles’” d’ordonner la base de H®, H'®, H'' obtenue & partir de bases de H, H' et
H" sont bornées entre elles. L’appartenance 3 Lo def® ' ® f'' ne dépend donc
pas du choix d’un ordre de la base parmi ces six.

1.5. Désignons par MC I’algébre (non unitaire) formée des matrices complexes
infinies dont tous les coefficients sont nuls sauf un nombre fini. On a alors des
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inclusions évidentes d’image dense (s > 1):
MC—ly—>Li—9) »I, oI, =H.

Si w € B+ avec B == MC et si o est inversible dans une des algébres de Banach A+
avec A == L; ou J,, on peut écrire a sous la forme d'une matrice diagonale par

blocs
(o 2)
0 i

avec o, finie et A, matrice scalaire. T en résulte aussitdt que o, et 2, sont inversibles,
donc que « est inversible dans B+. Puisque M (A) ~ A avec A = A ou B, le méme
raisonnement peut s’appliquer & M, (B*) et 4 M, (At). Ainsi, en considérant B*
comme limite inductive d'algebres de Banach, on voit que les hypothéses du théo-
réme de densité sont satisfaites [27], [29]. Donc les inclusions précédentes induisent
des isomorphismes

Z ~ Ky(C) ~ Ko(MC) ~ Ko(Ly) = Ko(.#,)

pour 1/2 <s < 4ocoetl <p< oo

1.6. Le cas de L, est plus délicat. Pour le traiter, on utilise le lemme suivant
que m’a fait remarquer A. Connes:

1.7. LEMME. Soit A une sous-algébre dense d'une algébre de Banach A,
telle que 22,2" € A pour 7y ¢ Ay et ), ' € A. Alors

A 0 (ADF = (4*)°.

Démonstration. Si 1 -+ 2 e A+ avec 2 e Aet sil + ie(AF)*, on peut trouver
7 € A tel que les produits (1 = 2)(1 - 7 et (14 Z)(] -+ /) s’écrivent sous la forme
1 — ¢ avec |lg]| < |. H suffit donc de montrer que ! — & est inversible dans A*
pour un tel A. Or on peut écrire dans A;

(1 —e)r=:1- g4 € +¢eie avec 4; = (1 — &)1 — 1€ 4,.

Donc (1 — g)~te A+

1.8. Les hypothéses du lemme sont vérifiées notamment lorsque A :: L,
avecs > l et A, =%, ou 4. En effet, avec les notations précédentes, si on considére
2 == (a;), A = (agg) et Ay == (by), il existe des constantes C, C’ et D telles que

’
e C
T RUTHEES

b €D, gy .
I'.\.'j.\' kslé

-
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Donc
| Z aijbjka,'d[ < CC'DLs))—sl-+.
Tk

En particulier, si on choisit A = .#,, on voit quesiAe L., 1 -+ 7 est inversible dans
(Ly* si et seulement si son déterminant de Fredholm n’est pas nul. On démontre
de la méme maniére, en considérant des algébres de matrices sur L, ou £, que
ML) N M(FH* = M (LH)* pour s > 1. Donc M, (LH)n M (LH* = M (L¥)*
pour s >t > let M(LE) n M (L) = M (L&)

1.9. ProrositioN. (A. Connes). L’inclusion évidente C — L., induit un iso-
morphisme

Z = Ky(C) = K¢(Ly).
Démonstration. 11 suffit de montrer que homomorphisme
Ko(Ls) = Ko(LS)

est injectif et pour cela répéter I'essentiel de la démonstration du théoréme de den-
sité. Soient donc p et ¢ deux projecteurs dans M, (L2) tels que p = aga—' avec
o e GL,(L}). Soit o’ une g-approximation de « dans M, (L}). Alors, si ¢ est assez
petit, &' € GL, (L) ainsi que f=1—p — p' + 2pp’ avec p’' = o'qu’~*. Donc
p==yqy~t avec y == «'ff inversible dans M,(L%).

REMARQUE. En fait, le raisonnement précédent permet de démontrer un peu
plus: I’ensemble des classes d’isomorphie de modules projectifs de type fini sur
L], est isomorphe & NXN. En effet, sii: M,(C) » M (LE) et j: M(LL) - M,(C)
sont les applications canoniques, et si £ est un module sur L} défini par un pro-
jecteur p dans M,(L}), on peut associer & E le couple suivant de nombres entiers:

(Tr(i(p)), Tr(p — ij(p)) -+ Tr(j(p))).

1.10. Les considérations précédentes conduisent & la généralisation suivante
de la K-théorie topologique pour des algébres qui ne sont pas des algébres de Banach.
Soit S un sous-ensemble de R et soit (A4,), s € S, une famille décroissante d’algébres
de Banach telle que pour tout ¢ < s

1) A, soit dense dans 4,;
2) Mx(As)+ N MI(AI)+* = -Mr(Ar)+ # pour tout n.

La derniére condition est notamment vérifiée si la famille (A4,) vérifie la propriété
suivante

(=]
(F) Soit Y, a,x” une série entiére a coeflicients complexes de rayon de convergence
p=0 )
R et soit u un élément de M,(A,) tel que ||u|, < R pour un certain ¢ < 5. Alors
o]
au’ est un élément de M,(A,).
p=0
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Il est facile de voir que cette propriété (F) implique la condition 2) écrite
plus haut. En effet, si « est un élément de M, (A4,)* inversible dans M, (A,)*, il existe
o' € M,(A)* tel que e’ =:: 1. En outre, sans restreindre la généralité, on peut suppo-
serque oo — 1 € M (A) et quea’ — 1€ M(A,). On peut alors trouver une approxi-
mation o'’ de o’ pour fa norme || ||, tellea”” — 1 € M (A ) et telle que o’ - 1 - - ¢
avec ||gfl, < 1. Donc « est inversible a droite dans M, (A,)* (considérer la série
géométrique 1 -+ x =- x*4- ...). On démontre de méme que a est inversible i
gauche.

ExempLEs. Nous avons essentiellement deux exemples a proposer. Le premier
est celui des algébres L, é¢tudiées plus haut. Dans ce cas S =1]1, +oo[ et A,  L,.
La vérification de la condition (F) est immédiate (cf. 1.7 et 1.8). Le second exemple
est celui des fonctions de classe C* sur une variété compacte M. Ici S == N, A~ - C*(M)
et la condition (F) est une simple conséquence du fait que la composition de deux

fonctions de classe C* est de classe C°.
Revenons maintenant & la situation générale d'une famille (A,) vérifiant les

conditions 1) et 2). On pose alors A = (")} A, munie des semi-normes évidentes et

KI8(4) — Ko(AGC(RY)

ol C(R') désigne l'algébre des fonctions continues sur R’ qui tendent vers 0 a
T'infini. Le mé&me type de démonstration que celui exposé en 1.9 permet de montrer
que Ki°P(4) =~ K!°P(4,). En particulier, K{°?(4) =~ IT;_(GL(4)) ~ Ky(A4) pour i
pair et Ki°°(A4) = II;,_,(GL(A)) ~ ITI,(GL(4)) pour / impair (périodicité de Bott;
cf. [22] et [62]).

1.11. Nous allons clore ce paragraphe par d’autres exemples de calcul de
groupes K, que nous utiliserons souvent par la suite. Soit 4 une algébre de Banach
et soit 7 un idéal de A. Nous dirons que £ vérifie la condition (T) s’il existe une topo-
logie d’algebre de Banach sur 7 telle que les applications produits

IXA -1 et AXI-—>I

soient bilinéaires continues. On peut donc supposer qu’il existe une norme sur

telle que
ldally <[4l llalla et ladlly < llall- 1Al

pour e let ae 4. Un exemple typique d’une telle situation est celui ou 4 -= 4
et I un idéal de Schatten .5 ,.

1.12. THEOREME. Soit A une algébre de Banach, I un idéal de A et 1 “son adhé-

rence. Alors la projection canonique AJI — AJI induit une injection
A Ko(A]I) - Ko(A[1).

En outre, si I vérifie la condition (T) ci-dessus, A est un isomorphisme.
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Démonstration. 1) Injectivité de'A. Montrons d’abord que si u est un élément
de A inversible mod I, il est inversible mod 1. En effet, nous pouvons écrire uv =
-+ pu =1 mod / pour un certain élément v de 4. On a donc par exemple uv ==
1 +0+¢ avec Oel, el et |lg| < 1. Alors uv = (1 4+ 0(l + &)~1)(I -+ &)
donc uv(l +¢e)"*=1+4 0 avec 6 = 6(1 +¢)~*el Donc u est inversible a
droite mod . On montre de méme que v est inversible & gauche mod 1.

L’injectivité de 4 résulte de I'assertion suivante que nous allons démontrer
(quitte 2 passer a P’algébre des matrices sur A): soient p et p’ deux éléments de 4
tels que p2 — p =p'2 — p’ = 0 mod [ et soit xc A tel que p’'a = ap mod/ et
inversible mod I; alors p et p’ sont conjugués mod 7. En effet, la relation d’iso-
morphie entre modules projectifs de type fini se traduit stablement par la relation de
conjugaison entre projecteurs: cf. [28], p. 37 par exemple.

Démontrons maintenant ’assertion. Soit  un élément de A tel que aff = fu ==

= | mod [ (B existe puisque Vinversibilité mod/ équivaut a Vinversibilité mod /)
et soit p’’ = apf. Alors p’’ est conjugué a pmodIetp'’ =p’ mod 7. 1l suffit donc
de montrer que p’’ est conjugué a p’ mod 7. Ceci résulte de ’identité standard

(I —=p" —p" 4+ 20p" W' =p'(1 —p —p" +2pp")

mod 7 avec | — p’ — p”’ + 2p’p"" inversible mod7 puisque sa classe mod7 est
égale a 1. :

2) Surjectivité de 4 (si I vérifie la condition (T)). Soit E un module projectif
de type fini sur A/L Quitte & remplacer de nouveau A par I'algébre des matrices
sur A, on peut supposer que E est I'image du projecteur (1 + J)/2 ol J est un élé-
ment de A/T tel que J2 = 1. Soit J un élément de A dont la classe dans A/l est égale
aJ. Onadonc J2=1+4k ol kel Ecrivons k =k’ +eou k' el et llelly < 1
et posons u = Je — &J. Puisque ¢ = J2 — 1 mod I, u est un élément de I. De méme,

u, == Je" — ¢"J est un élément de I et on a I’identité
U, = U, .18 + & 1.

En utilisant la condition (T), on en déduit 'inégalité (ju,|; < nifells* - ||u{l;. D autre

0
part, puisque |/1 + & est la somme d’une série entiére Y, a,8” avec lal <1, on a
p=0

aussi .7]/1 + &= ]/l -+ &¢J modl En effet, si on désigne par S, la somme partielle

n ~ ~ n .
Y, a,”, la suite 2, = JS, — §,J = Y, @,u, est une suite de Cauchy dans I (pour
p=0 p=0
la norme || ||;) d’aprés Pinégalité ci-dessus. Par conséquent, si on pose

J=(TF oV
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on a J=:Jmod[ et J2 = 1 mod/J. Ainsi E est I'image par 4 du module projectif

associé au projecteur (1 — J)2 mod 1.

1.13. Le théoréme précédent permet de généraliser la K-théorie topologique
4 des quotients non séparés d’algébres de Banach. De maniére précise, si X est un
espace compact désignons en général par 4(X) I'algébre de Banach des applications
continues de X dans I’algébre de Banach A. Si Jest un idéal de A vérifiant la condi-
tion (T), I(X) est un idéal de A(X) vérifiant aussi la condition (T). Cette remarque
permet de définir KF5(X) comme le groupe de Grothendieck K, (A(X)/I(X)). On
définit de méme la K-théorie réduite K 41(X) comme Coker(K{fh(#) - K95(X))
(cf. 28], p. 55). En particulier, on peut poser K'P(A/I) == ]~(j,°,‘,’(S”). D aprés le
théoréme 1.12, les groupes obtenus sont isomorphes aux groupes correspondants en
remplagant I par 1. Puisque A/I est une algébre de Banach, le théoréme de pério-
dicité de Bott (cf. [22] et [62]) implique I'isomorphisme K!°P(A/I) ~ K!°P(A/I) pour
tout n. Dans ces définitions notons en particulier que le groupe K{°P(A4/I) peut s'inter-
préter comme le quotient du groupe linéaire infini GL(A/[) par la relation d’homo-
topie: deux éléments o, et a, du groupe linéaire sont homotopes s’il existe un
élément a(r) e GL(A(X)/I(X)), X = [0,1], tel que 2y = 2(0) et oy = a(l).

La périodicité de Bott implique enfin le corollaire suivant, classique en K-
-théorie topologique des algébres de Banach.

1.14. THEOREME. Soit A une algébre de Banach et soit I un idéal de A vérifiant

la condition (T) de 1.11. On a alors une suite exacte d six termes:
Ko(A) — Kq(A/1)
Ko(1) Ky

\ /

Ki°P(A/I) «+—— Ki*(4)

ceux-ci étant isomorphes aux termes correspondants en remplagant I par 1.

2. ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

2.1. Soit de nouveau H un espace de Hilbert séparable et .#, = £,(H)idéal
de Schatten considéré dans le paragraphe précédent pour 1 < p < +o0. Si une
base hilbertienne ordonnée de A est donnée, nous poserons par convention.f_,, =
== L (cf. 1.3). La définition suivante généralise celle d’un article antérieur sur le
méme sujet [27].
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2.2. DEFINITION. Soit p un nombre réel tel que p>1 ou p= 4 0 et
soit A une C-algébre quelconque (non nécessairement unitaire). Nous dirons
que A est S -stable si

1) 11 existe un isomorphisme d’anneaux 0: A4 — My(A) (My(A) désignant
lalgébre des matrices 2 X2 a coefficients dans A);
2) Il existe une application C-bilinéaire

p:F,xA—> A

vérifiant les deux propriétés suivantes
a) p(aa’, bb") = ¢(a, b) ¢(a’, b),
b) Considérons le diagramme

u

Cx A A

ijdAl li

/]
Fp X A" A ——> M(4)

ol u(2, a) = Aa, i(a) est la matrice

6 o

et ol j(A) est I’élément de .#, représenté par la matrice infinie

A 0 o .....
0 0 0 .....
0 0 o .....

Si on désigne par ¢, (resp. ¢,) la composition des fléches de ce diagramme dans
le sens 7] (resp. |_,), on a ¢, = ¢ - ¢, ol ¢ est un automorphisme de M,(A4).

Si A est une algébre topologique localement convexe, nous dirons que A4
est topologiquement J ,-stable si tous les morphismes considérés dans les diagrammes
précédents sont continus, D’autre part, on pourra remarquer que la #-stabilité
implique la £ -stabilité sig < p.

2.3. EXeMPLES. 1) £, = J (H) est topologiquement 4 -stable. En effet,
My(S,) ~ F,(H® H) ~ #,(H). D’autre part, ¢ peut étre défini par la formule
o(u, v) = u®uven identifiant H et H®, H et en remarquant que u®@v € S, (H® , H).



122 MAX KAROUBI

2) Si Best une C-algébre quelconque, .#,®@ B est . ,-stable. Plus généralement,
si A est S -stable, A®B est S -stable.

3) Si B est une algébre topologique localement convexe, fpé)B et JpéB
sont topologiquement . -stables. Plus généralement si A est topologiquement

Iy —stable ilenestde meme de A® Betde A®B (remarquer que la fléche canonique
F®(F®G) - (E®F)®G est contmue) Par exemple, si X est un espace localement

compact et si 4 - : C(X, A) = A®C(X) désigne I’algébre des fonctions continues sur
X qui tendent vers 0 & linfini, alors 4 est topologiquement £ -stable.

4) L’algebre Z de tous les opérateurs bornés de H est topologiquement
f ,-stable.

5) Considérons une suite exacte de C-algébres

0o A SA-A" >0

Supposons que A’ et A soient S ,-stables et que o soit compatible avec les différents
fléches et isomorphismes introduits dans la définition plus haut. Alors 4" est .-
-stable. Par exemple, si 1 < p < +o00, 'algébre quotient #/.# , (qui n’est pas séparée
st p<-}-00) est .#,-stable. Une remarque analogue s’applique a la . -stabilité
topologique.

6) Soit B une C*-algébre et soit 4 =X ®B (produit tensoriel complété de

min

C*-algébres ou "= ., désigne I'idéal des opérateurs compacts dans H; cf. 0.4).
Alors A4 est topologiquement .# -stable. En particulier, si B = #"®B (ce qui est le

min
cas pour la C*-algébre associée 4 un feuilletage; cf. [10]), B est topologiquement
A -stable.

2.3. Soit maintenant ¢ un nombre entier strictement positif fixé. On pose
alors

K{4) = K(4; Z/g)

pour tout anneau 4 et toutie Z [1], {5]. De méme, si A est une algébre de Banach
{ou plus généralement une algébre de Fréchet du type considéré en 1.10), on posera

Ki™(4) = K{°°(4; ZJg).
2.4. THEOREME. Soit A une C-algébre qui est .5 y-Stable. Alors

Ki(4) =~ K;-o(4)

pour tout ie Z.
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2.5. THEOREME. Soit A une algébre de Banach ou plus généralement une
algébre de Fréchet vérifiant la condition (F) de 1.10. Alors I’homomorphisme canonique

o0 Ki(4) > Kiop(A4)

est bijectif si i =1, surjectif si i > 1. Si A est .# ,-stable, o; est bijectif pour tout i
impair € Z; en outre, si a, est injectif, o; est bijectif pour tout i € Z. En particulier,
si A est une algébre de Banach topologiquement % ;-stable, cette derniére condition
est satisfaite et o; est bijectif pour tout i€ Z.

" 2.6. THEOREME. Soit A une algébre de Banach topologiquement 5 -stable et
soi't ,

G, = GL,(4) = Ker(GL,(4*) — GL,(C))
G = GL(A) = lim GL,(A)

{noter que G, est homéomorphe & G;). On note G5 et G° les groupes G, et G munis

de la topologie discréte. Alors

1) L’ homomorphisme évident G® — G induit un isomorphisme au niveau de 1’ho-
mologie d coefficients finis des espaces classifiants;

2) Sile rang stable de A au sens de Bass [3) est fini, on a la méme propriété
pour homomorphisme G5 — G,.

2.7. Pour illustrer le théoréme 2.6, rappelons d’abord la notion de rang stable
d’un anneau unitaire R. Un élément a = (a,,4a;, - . .,a,) de R" est dit unimodulaire
si I'idéal 4 gauche Ra, + Ra, + ... + Ra, de R" est égal 4 I'anneau R tout entier.
On désigne par U,(R) Pensemble de ces éléments unimodulaires. Pour n > 2, la
propriété (RS), de Bass est la suivante:

(RS), Pour tout élément (a,, a,, ..., a,) de U,(R), il existe des éléments (b, , b,, . - .
.+ by_y1) de R tels que ’élément a' = (ay, 4y, ..., a,_,) avec a, = a; -+ b,a,
appartienne a U,_,(R).

11 est facile de voir que (RS), = (RS), pour p > n. On appelle rang stable de R le
plus petit entier n tel que (RS), soit satisfaite (si (RS), n’est jamais satisfaite, on dit
que le rang stable de R est égal 4 'infini). Dans le cas ou R est une algébre de Banach,
Corach-Larotonda [11] et Rieffel [47] ont donné une condition topologique suffisante
simple pour que R soit de rang stable #: il suffit que U,_;(R) soit dense dans R"-,
(Attention: ces auteurs utilisent une définition du rang stable décalée d’une unité
par rapport a la ndtre qui est celle de Bass [3].) Les auteurs précédents ont aussi
calculé le rang stable de certaines algébres de Banach. Par exemple, Corach et Laro-
tonda ont montré que si X est compact, I’algébre des fonctions continues sur X 2
valeurs dans R a un rang stable < Dim(X) 4+ Rang stable de R. Si 4 est une C*-al-
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gebre quelconque, le rang stable de ¢ ® A est <3 d’apres Rieffel [47]. Herman et

min

Vaserstein [21] ont montré que le rang stable d’une C*-algébre coincide avec le
rang stable topologique défini par la densité de U,_,(R) dans R"~1, Enfin, toutes
ces définitions se généralisent avec quelques modifications techniques aux anneaux
ou aux algebres de Banach non nécessairement unitaires [3}, [58]. Pour les C-algtbres,
les rangs stables de R et de R+ coincident.

En utilisant le théoréme de Kunneth en K-théorie topologique [48], on dé-
montre aisément le corollaire suivant du théoréme 2.6:

2.8. COROLLAIRE. Soit A une algébre de Banach vérifiant les hypothéses du
théoréme 2.6 et qui est de rang stable fini. Supposons que

Ko(A) = 2 @ G,
K(4) ~ 21 @ G,
ou Gy et G, sont des groupes uniquement g-divisibles. Alors
H*(BGL(A); Z|q) ~ H*(BGL(A); Z|q) ~ H*(BGL(4); Z/q)

est le produit tensoriel gradué de d, algébres de polynémes Zlgic,, cs, ..., ¢py ...}
et de d, algébres extérieures A(2y, Ay, ..., A, ...) sur Zjg avec deg(c,) « 2¢ et
deg(4,) = 2r — 1.

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES 2.4, 2.5 ET 2.6. COMPLEMENTS

3.1. Les structures multiplicatives en K-théorie algébrique pour les anneaux
unitaires, esquissées dans {26], ont été détaillées dans [36). Pour les anneaux non
unitaires, la situation est beaucoup plus délicate, faute d’un théoréme d’excision
général en K-théorie algébrique. De maniére plus précise, soient 4 et B deux C-alge-
bres quelconques (on pourrait remplacer C par une algébre commutative oll ¢ est
inversible) et soit D le produit fibré

D —— A4+
|
Bt — - C.

Le théoréme d’excision de Weibel en K-théorie algébrique modgq (cf. [61] ou
I’Appendice 1) permet d’écrire la suite exacte scindée

0 - K,(D) - K,(4*) ® Ky(B*) »K(C) - 0.
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De méme, considérons le carré cartésien

(A ® B)Y — A* ® B*

C—rooe s D.

On a alors K,(¢) ~ K,(¢) avec K (¢)= Ker(K,((A®B)*) - K,(C)) et K(¢) =
= Ker(K(4*+ ®B*+) » K /(D)) d’aprés ce qui précéde.

En suivant le méme schéma que dans [24], on peut ainsi définir un “cup-pro-
duit” (noté )

Ki(4) x Ki(B) > K; (4 ® B)
comme la composition des fléches e~*- m’ - y dans le diagramme

K(A4) x Ki(B)»D Ki(A4*) X K(B*) 5 K, (A* ® B*)

Kery,, < Ker @y = K,-(A ® B).

Ici m est le cup-produit usuel en K-théorie & coefficients pour les anneaux unitaires
(cf. [1], {5]). La m&me méthode permet aussi de construire des cup-produits ““mixtes”’
(notés aussi v ).

Ki(4) x K,(B) - Ki+j(/4 ® B)
Ki(A) X K;(B) -» Ki+j(A ® B)

qui vérifient la propriété de quasi-associativité suivante: si 4, B et C sont trois
C-algébres quelconques, on a la formule

(movyow=uv(vonw)e KH_H,:(A ® B® C)

sil’un destrois ¢lémentsu, v ou wappartient 2 un groupe K, les deux autres apparte-
nant 2 un groupe K (cf. [1], [5])- Enfin, dans le cas des algébres de Banach ou plus
généralement des algébres de Fréchet considérées en 1.10, ces cup-produits sont

compatibles avec les cup-produits analogues en K-théorie topologique en un sens
évident (cf. [5]).

3.2. Nous allons maintenant concentrer notre attention sur les groupes K_,
et pour cela nous aurons besoin de quelques préliminaires analytiques (cf. [23],
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{34] pour la définition des groupes K ; pour i < 0). Soit C*®(S?) I’algébre des fonctions
C* sur le cercle S*. Par développement en série de Fourier, cette algebre s’identifie
a Palgeébre des séries laurentiennes

“+oo
P(1) == Z a,t”

n: . —oo

avec a, = O(n®) pour tout s. Soit maintenant (e;) la base hilbertienne canonique de
£2, # Ialgébre des opérateurs bornés de £2 et j: C®(SY) — # I'’homomorphisme de
C-espaces vectoriels défini matriciellement par la formule

On peut remarquer que cet homomorphisme joue un role important dans une dé-
monstration du théoréme de périodicité de Bott en K-théorie topologique complexe
[24]. Soit A le sous-espace vectoriel de 4 formé des opérateurs s'écrivant k - j( P}
ou PeC®(SVethkely: S g

3.3. PROPOSITION. Le sous-espace vectoriel A est une sous-algébre de 4.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que j(PQ) — j(P)j(Q) € L, et que A - j(P)
et j(P)- k apparticnnent & L, si k € L. Si(a;) (resp. (b;)) sont les coeflicients de
Fourier de P (rvesp. Q), j{PQ) — j(P)j(Q) se présente comme une matrice infinie
(¢,,) avec

b 1
Cos = Bepnyboiy ~— € 5hoyo-i- ... = OV 2
S 1 1 W+ 1 (;12'0 (I’ _*_ n)p (S l—~ ”)[) )

[ae] ] ]
el 0 % _—.’ vl O
(n}ﬂ (rs + n)? ) ( (rs)?—1 )

pour tout p. Donc j(PQ) — jiP)(Q) € Lo, D’autre part, si ke L, de murrice
(k,,) et si m désigne le produit X - j(P), sa matrice (m,,) est donnée par la formule

M, k,las»%k,gas_nf}—...:—()( Y —l————)rO( ! )

niv,s 1PHPls — ni? rPsP=1

sour tout p. Donc k- j(P)e L,,. On démontre de méme que j(P) ke L,.
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3.4. On déduit de la proposition précédente un diagramme commutatif d’al-
gébres qui va jouer un role important par la suite

O B >BIA -0

b

0> L,—A—- C?S")-0.
3.5. PROPOSITION. L’homomorplzisme canonique
K_o(,) - K9S ~ Z

est surjectif pour tout p.
Démonstration. Puisque K©8(.#,) ~ K'(K) ~ Z, il suffit de montrer que
'homomorphisme composé
Koo(La) = K_o(A) - K©OB(A)

est'surjectif. Draprés le diagramme écrit ci-dessus, ceci est impliqué par la sur-
jectivité de Phomomorphisme composé

K_{(C(SY) = K _(BH7) » KUBH) =~ KOUC(SY)).

Par ailleurs, pour toute algébre B (resp. toute algébre de Banach B), on a des
homomorphismes surjectifs

K(Bjz, z7]) = K _(B) et K(B(SY)) —» K*¥(B)

ou B(S) désigne en général I’algébre des fonctions continues sur S a valeurs dans
B [24]. Nous sommes donc ainsi ramenés 2 démontrer que I’application évidente.

K(C®(5Y)[z, =) - K(C®(STX S1) = K(C(S'X S ~ ZDZ

est surjective.
Si on excepte le premier facteur Z (qui se retrouve trivialement dans les deux

groupes), le deuxiéme facteur Z ~ k(C(.Slx S1) (c’est-a-dire la K-théorie réduite
de S x SY) est engendré par le projecteur (1 - J)/2 avec

J:( —c a-{—ib)
a— ib ¢

2a = | + cos@ -}- (I — cos@)cosq

ou

2b = (1 — cosPsing
¢ == sin Oisin /2|
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en posant z = ¢ et 7-: €\, (z,1) e ST X S'. Ces formules ne sont pas nouvelles:
on trouvera leur justification dans [29] par exemple.

Soit maintenant e: R — R une application de classe C* strictement croissante
vérifiant les propriétés suivantes:

e(0)=0
e(x +n)y=e(x)+=n

e plate aux points kn, ke Z.

On peut alors aussi bien représenter le générateur du deuxiéme facteur Z de
K(C(S* x SY) par le projecteur homotope (1 + J')/2 avec

7 - ( ~-—C.’ a'+-ib’
a — ib ¢

z 2zt

7—1
2¢ i1+ T+ (1 — Z—%—) cos(e(p))

ou

2

ztz-1
2 - - (1 _ —7—) sin(e())

- -

F=Z72 Sin(e(p)2).-
21

it

On notera que les coefficients de @', b’ et ¢’ dans I'anneau des polyndmes laurentiens
C(SY[z, z71] sont des fonctions C* de la coordonnée locale ¢ == ei¢. Ceci achéve
donc la démonstration de la proposition 3.5.

3.6. Démonstration du théoréme 2.4. Elle va suivre le méme schéma que celui
déja éprouvé dans la démonstration du théoréme de périodicité en K-théorie her-
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miticnne [29]. Soit donc A une C-algébre qui est .# -stable. On peut définir
B: K:(A) "’Kim(A)

comme le cup-produit par un générateur u, de Ky(C; Z/9)~K©L*(C; Z/g) ~ Z]q.
On peut de méme définir

B Ki(A) - T(i—Z(A)

comme le cup-produit par I'élément u_, de K_,(.#,) construit en 3.5 (et dont I'image
dans K'8(#,) ~ Z est un générateur). De maniére plus précise, le cup-produit est
ici la composition des fléches

K_o(£,) X Ki(A) 2 K;_o(F, ® 4) » K;_o(A)

la deuxiéme étant induite par ’homomorphisme 5, ® 4 — A définissant la £ -sta-
bilité (cf. [29] pour la définition des cup-produits sur les groupes K, avec des signes
quelconques de n). D’apres la quasi-associativité du cup-produit en K-théorie algé-
brique ou topologique A coefficients dans Z/g, on voit que S’ et 'S induisent
I'endomorphisme de K ;(A) associé au cup-produit par I'élément u,w u_, € Ko(F -
En raison de la propriété 2 b) de la .# -stabilité, il suffit donc de montrer que u,w _,
est I'image d’un générateur de K,(C) ~ Z/g par ’homomorphisme canonique
Ko(€) » Ko(# »). Puisque, par construction, I'image de #,wu_, dans K},”(f,,):
= KiP*(Fp; Z/q) ~ Z/q est un générateur et qu’'on a un diagramme commutatif

. a9 .
Zx KO(fp) - Kﬂ(jp; Z/g)— K—I(jp)

T

Z ~ Ko(F,) = KeP(Fp; Zq) - K23(F))

ceci est équivalent & montrer que O(u, v u.,) = 0. Nous allons pour cela utiliser
les propriétés générales du cup-produit et la description explicite de u_, donnée
en 3.5. En effet, 0(uy « u_y) = 05(uy) vu_p ot 8,: Ky(C; Z/g) — K;(C) = C* et
0,(113) = w racine primitive g*™ de Punité. D’autre part, u_, = 0,(v) ol ‘

01 K_(C=(8Y) = K_o(F _ )
est Popérateur bord associé a la suite exacte d’algébres
0-F > A->C?(SH -0

et ou v est I’élément de K_;(C*=(S*)) construit explicitement en 3.5. Notons qu’il
n’y pas ici de problémes avec les cup-produits pour les anneaux non unitaires car

9 —~ 1481
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’aboutissement des calculs est un groupe K; avec i < 0: cf. [27]. Donc

Oty v U_s) == 0 v 0y(2) = — 0w v )
ou
92: Ko(C2(SV) — K_((F o)

Puisque Ky(C=(SY) ~ K (C), cet opérateur bord est réduit 4 0 en raison du dia-
gramme commutatif d’algébres

0 —> F_ > A —> C®(ST) —> 0
o]
: l

0 0 C C 0.

3.7. REMARQUE. En fait, on démontrera un peu plus loin que K_,(.5,) -0
pour tout p, ce qui donnera une deuxiéme démonstration du fait que J(us v u_,) - 0.

Tournons nous maintenant vers la démonstration du théoréme 2.5. Elle va
étre fractionnée en plusieurs propositions et théorémes.

3.8. THEOREME. Soit A une algébre de Banach ou plus généralement une
algébre de Fréchet vérifiant la condition (F) de 1.10. Alors I’homomorphisme canonique

Ki(4) > Ki**(4)
est un isomorphisme pour i == 1 et un épimorphisme powr { > 1.
Démonstration. 1l est clair que 'homomorphisme
Ky(4) - Ky*™(4)

est surjectif. Si x appartient au noyau de cet homomorphisme, il existe une matrice
M qui le représente ainsi qu'un chemin continu 7> M(r) tel que M(0)=:-1 et M(1): =M.
En considérant une subdivision de l'intervalle [0,1] assez fine, on voit ainsi que
M s’écrit comme le produit de matrices de la forme 1 4 ¢; avec jlg;i| < 1 pour une
semi-norme convenable. D’aprés la condition (F) de 1.10, x est donc g-divisible
q q
(considérer la somme de la série définissant /1 + ¢;, puis le produit [L}'1 = ¢, et
appliquer enfin le lemme de Whitehead (3], [39]). Une chasse au diagramme ¢lé-
mentaire dans les deux suites exactes

K (4) ——> Ky(4) Ky(A4) —— Ko(A4) —— Ko(4)
! g{
l l 1 i ;
K{PP(A) ——> KIP(A) —> K1P(A4) Ko(4) ——> Kq(4)

montre que K,(4) — K{P(4) est un isomorphisme pour toute algébre de Banach A4.
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Considérons maintenant le diagramme commutatif de suites exactes:

q

Ko(A) > Ka(A) — s Ry(A) ——> Ky(d) 25 Ky(A)

I

KEP(4) > KIFP(4) —— KiP(4) —— Ki(4) ——> Ki*7(4).

Si x € Kert, x peut étre représenté par une matrice M telle que MY soit produit de
matrices de la forme | + ¢; avec |l¢;|| < | pour une semi-norme convenable. Si on

pose M'=M' H]/qi_—}-_r,, M’ réprésente un élément de K;(4) appartenant
a Ker’ (lemme de Whitehead de nouveau). Donc ’homomorphisme Kert' — Kert
est surjectif. D’autre part, si b€ KPP(C) désigne I'élément de Bott, Ki°?(A4) est
formé des éléments s’écrivant x v b, ou x € Ko(A4). Donc Im o est formé des éléments
g'écrivant xu b ol b e Ky(C; Z/q) représente I'image de b dans le groupe K—?"(C).
Puisque Kz(C) ~ K°P(C), tout élément de Imo est 'image d’un élément de I_{Z(A),
a savoir x u b, ol x € Ky(A4) et b e K,(C) ~ KPP(C). Ainsi la surjectivité des homo-
morphismes Kert’ — Kertet Img’ — Imo implique celle de ’homomorphisme
'Ky(A) > KiP(A). Puisque tout élément de Ki°P(A) s’obtient & partir d'un élément
de Ki°P(4) et de K{°(4) par cup-produit & partir d’une puissance convenable de

Télément de Bott b e Ky(C), il en résulte que I’lhomomorphisme
K(A) - KiP(4)

est bien surjectif comme annoncé.
3.9. PROPOSITION. Les groupes K_,(#,) sont réduits a0 pour tout p.

Démonstration. Supposons d’abord que | < p <4-o0. Dans ce cas, #, est
un idéal de & et la suite exacte d’algébres

0-S, >R >B[I,-0

ou # est flasque [23],[31], montre que K_,(¥,) ~ Ky(#/F,) = Ky(B/A) ~
~ K9() & KPP(A") = 0 (appliquer le théoréme 1.12). '

Dans le cas de I'algébre & _, , le calcul est beaucoup plus délicat car ce n’est
pas un idéal de 4. On va cependant définir une sous-algébre #’ de # par la propriété
suivante : =
(P) VeBeaVked_,kiet ke F_,.Enoutre,onsuppose queles applications

linéaires k — kA et k — Ak sont des applications linéaires continues de . _,

dans S __. '
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La catégorie ¥ des modules libres sur &’ s’identifie 4 la catégorie dont les objets
sont les espaces de Hilbert munis d’une base hilbertienne ordonnée (e;), les mor-
phismes étant définis par des matrices infinis qui définissent des applications linéaires
continues et qui vérifient la propriété (P). En effet, si E (resp. F) est un espace de
Hilbert muni de la base (e;) (resp. (f;)) £ @® F, muni de la base (e, f1, €, /2, --.)
est bien une somme directe de E et de F dans la catégorie €.

Nous définissons maintenant un foncteur t: ¥ — % parla formule

E)=EQE®...0E® ...

(somme hilbertienne de Ny-exemplaires de E). Si on désigne par E, le i’-iéme facteur
E dans cette somune et par e, le i®*™ vecteur de base de E,., ©(E) sera muni de la
base hilbertienne ordonnée dans le ““sens de la lecture”

€11
€21 €1

€31 €92 €3

Si on note N(i, i") le numéro d’ordre de ¢, -, on notera que

i’ < NG, i) < i3t
comme dans 1.3. D’autre part, si a € B', 1(a) =a @ o @ ... appartient bien a
2’ lorsqu’on ordorine la base de 7(E) comme ci-dessus. En effet, écrivons la m atrice
définissant a sous la forme o/ et celle définissant () sous la forme oc,.’,.’, avec des nota-
tions évidentes. Donc a, = ald; ou &) désigne le symbole de Kronecker. Puisque
o€ B'(E), pour tout s > 2, il existe r > s tel que la multiplication a gauche et a

droite par « envoie L, dans L,. Si k;’l désigne la matrice d’un élément k de
L(t(E)) on a

RS ¢ <<
! NG YN YY i

,

ji’ 0 TR 5 <. '
Drautre part, Y, ok, < Y, ajkj; qui peut &tre majoré en norme par
7y gt J

i,i 0

c 1 __c c
Bl RiENS NG PN LR
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5

Ainsi la multiplication & gauche. par 7(x) envoie continiiment L,(t(E)) dans
L,;5(7(E)). On démontre la méme propriété pour la multiplication & droite par (),
ce qui prouve, s étant arbitraire, que t(x) € ' comme annoncé.

D’autre part, E® 1(E) = E® (E @ E & ...)estisomorphe 4 7(E) de maniére
évidente. 1l faut cependant vérifier que cet isomorphisme appartient bien 3 la caté-
gorie ¥ et, pour cela, il suffit de voir qu’il correspond & une permutation bornée
des bases dans le sens précisé en 1.3. Si on écrit 1a base ordonnée de 7(E) sous la
forme

c’est-a-dire comme plus haut, mais en commengant par le deuxiéme facteur E, la
base de £ @ t(E) sera obtenue en intercalant les éléments ¢;;, ce qui donne la base
suivante de ©(E):

......................................

Donc le numéro d’ordre de ¢;; est maintenant compris entre 2i(j — 1) si j # 1 et
est égal a 2/ — 1 sij = 1. Puisque le numéro d’ordre précédent était compris entre
ij et i%?%, il est clair que Ja permutation des bases est bornée, donc E @ ©(E) est iso-
morphe & 7(E) dans la catégorie ¥. L’isomorphisme étant naturel, la catégorie %
est flasque dans le sens de [23], ainsi que la catégorie pseudo-abélienne associée.
Donc K(#') =0 pour tout i.

Considérons maintenant la suite exacte d’algébres

00— Lo, B —-RB|L,—>0.

Pour démontrer que K _;(Ly) = K(#'/L,) est trivial, il suffit de montrer que si
Je B vérifie J2 =1+ favecfe L, il existef' € L, tel que (J + f)* = 1.D’aprés
le théoréme p. 44 de [17], il existe k compact tel que (J + k)2 =1. Si k' est une
approximation assez fine de k appartenant & L, on a (J+ k)2 =14 ¢ avec
llell < 1 pour une certaine norme L, et ¢ € L, (car L, est un idéal de #'). L’argument
utilisé ‘en 1.7 montre que la série entiére définissant AT+ e)-* séerit 1 + & avec

gely,.SionposeJ + f' = (J+ k’)(l/l 4+ e, onaalorsf'e Loet(J+ f)P=1.
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Ceci achéve donc la démonstration de la proposition 3.9. La proposition suivante
en est une généralisation évidente (compte tenu que K*%(C) = 0).

3.10. PROPOSITION. Soit A une algébre de Banach quelconque. Alors I’homo-

morphisme naturel
K_y(Leo®4) - K®UL,®A) = KOJ(A)

est injectif.
Démonstration. En fait, la démonstration de cette proposition va suivre le
méme schéma que celui développé plus haut. Tout d’abord, L, étant un espace

nucléaire dans le sens de Grothendieck [15], il est bien connu que Looézi s’identifie

a l'algébre L (4) des matrices infinies sur 4 telles que Vs 3 C; avec |la;;|| < — =
. P

(cette derniére condition fournit une généralisation évidente L (A) des algébres L, =
= L(C) considérées en 1.2). Le substitut de % est le “‘cone topologique” CA (cf.
[23] ou [34] pour la définition précise; il y a d’autres choix possibles, en particulier
si A4 est une C*-algébres: cf. [25]). Le substitut de &’ est la sous-algebre C'A de C—A

vérifiant la condition

(P) VeCA=Vke LwéA, k2 et ke LwéA. En outre les applications linéaires
k> k' et k — A’k sont continues,

En poursuivant ’analogie, on pourra dire qu’un élément compact de CA est un
élément de A, c’est-a-dire adhérent 4 I'ensemble des matrices finies pour la topologie

de CA. On a donc la suite exacte d’algébres de Banach
0->A4—-CA—>S84-0
ainsi que la suite exacte d’algébres
0o L,®A—»CA—CAL,®A -0

donc le diagramme commutatif

K_y(Leo®A) ——> Ko(C' A/ Ly ® A)

l l

K_y(d) — = Ko(S4)

| |

K2(4) ~ KP(4) —» Ko(SA).
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Puisque K‘B‘I’(LwéA) coincide avec K'°3(L(A4)), on voit ainsi que Pinjectivité 2
démontrer est équivalente a I'injectivité de I’homomorphisme

Ko(C'A/L,® A) — K (SA).

Soit donc x un élément du premier groupe dont I’image dans K,o(SA) est triviale.
A une stabilisation prés, x est représenté par un élément J de C'A4 tel que J® =

=1+ flavec f e L(A). Puisque la classe de x dans K0(§A) est égale 2 0, en stabili-
sant de nouveau on voit qu’il existe k € A tel que (J + k)2 = 1. La démonstration

se termine alors comme celle de la proposition précédente (noter qu’on a évité
d’utiliser les résultats de [17], mais au prix d’une stabilisation éventuelle).

3.11. Démonstration du théoréme 2.5. Puisque K (4) = IC(A) ~K(A) ~
~ K°P(A4) si i est impair et si 4 est S ,-stable, K(4) ~ Kter(A) pour A S ,-stable
(et i impair). D’autre part, si

%o KO(A) - I_QJOD(A)

est injectif, o, est injectif et aussi surjectif d’aprés la proposition 3.8 de nouveau.
Donc o, est bijectif pour i pair d’aprés le théoréme 2.4 (et son analogue topologique).
Supposons maintenant que A soit une algébre de Banach topologiquement

J-stable, donc S _ . -stable et posons B = J_oo@A. Une chasse au diagramme

Ko(B) - Ko(B) — KieP(B) —» K'°%(B) — K'°8(B)

I L

Ko(B) = Ky(B) —» 1_<U(B) - K_y(B) = K_(B)

montre que ag est injectif, donc bijectif, d’aprés le théoréme 3.8. Considérons mainte-
nant le diagramme

Ko(A) —2 Ko oo @A) —22> Ky (A)
S A |
Riep(4) ——> KiP(SF _oo® ) — Rio(4)
ol j,, est induit par I'injection 4 x CRA4 - S _»®A et ol ¢ est induit par Pappl-

cation bilinéaire continue S _, X A4 — 4 définissant la # __-stabilité topologique.
Puisque o, est un isomorphisme et que ¢, j, = Id, il en résulte que a, est injectif.
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Donc

o1 Ki(4) - K{°(4)
est bijectif pour tout i d’aprés la premiére partie du théoréme.

3.12. REMARQUE. On peut souvent démontrer que K.(A) ~ K!°°(4) en montrant
directement (sans utiliser 3.10) que

%p: I_(o(A) e I_Q)op(A)

est injectif. Comme exemple typique, considérons un espace compact X et I'algébre

.f,éC(X), C’est-a-dire I’algeébre des applications continues de X dans £,. On a
alors une suite exacte d’algébres

0 » 5,QC(X) » BRC(X) » B & C(X)|.F,DC(X) - 0.
Puisque Z&C(X) est flasque [23], [34], K _4(~ ,,@C(K)) est isomorphe 3
K BOC(X)]F,0C(X)) ~ K(BOCX)|H ®C(X)) ~ Ko(B|H @C(X))

car I'idéal fpé\)C(X) de #®C(X) est dense dans %‘éC(X) et qu’il vérifie la condition
(T) de 1.12. D avtre part, la suite exacte d’algébres de Banach

0 - £QCX) » BRC(X) > BIHR®C(X) - 0

implique un isomorphisme K (%#/X E@C(X ) ~ K92y &)C(X )). On obtient ainsi
finalement des isomorphismes

K _(£,8C() = K (A SCX) ~ KA SCX)) ~
~ KER(#,®C0) ~ KY(CX)).
Sionpose A = f,,é;C(X), on peut donc appliquer le lemme des cing au diagramme
Ko(A4) ——> Ko(A) Ko(4) K _1(A) ——s K_(4)

ok

Ko(A) ——> Ky(A4) —> KP(A) —— K'%B(4) — K°8(4)
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ce qui démontre que

K (£, 0C(X)) ~ KI°(F,C(X)) ~ KIP(C(X))

d’aprés la premiére partie du théoréme 2.5.
Plus généralement, en appliquant le théoréme 2.5 dans toute sa force aux

algébres topologiquement £ -stables & p@)A et S ,,é()A (A algebre de Banach quel-
conque), on obtient le corollaire intéressant suivant:

3.13. THEOREME. Soit A une algébre de Banach quelconque. Alors les homo-
morphismes naturels

R (S,84) > Ke(#,6.4) ~ Riw(4)

Ki(F,04) - KI®(F,Q4) = KIP(A)

sont des isomorphismes pour p = —oo ou 1 € p €< +oo. De maniére analogue, si A
est une C*-algébre, I'homomorphisme naturel
K(A®, . A)—» KA @, . A)=KPP(A)

min min

est aussi un isomorphisme.

3.14. AUTRES EXEMPLES. Le théoréme 3.13 est un prototype d’autres théorémes.
décrivant la K-théorie algébrique d’une “‘stabilisation topologique™ de A en termes.
de la K-théorie topologique de A. Pour toute algébre de Banach A4, on peut par
exemple définir £7(4) comme Pensemble des suites infinies (x;, x,, ...) telles que
Y. lIxillP <4o0. L'ensemble des applications A-linéaires continues de £7(A) dans.
lui-méme est une algébre de Banach qui contient les matrices finies. Si on désigne
par A~,, I’adhérence des matrices finies dans cette algébre de Banach (cf. [23]), des.
raisonnements tout 2 fait analogues aux précédents montrent que T(;(/f,,) ~ Ktor(A)
(noter que ffp est topologiquement # _-stable). Pour p = 1, on retrouve I’algébre
A .considérée plus haut, c’est-a-dire celle des matrices infinies M = (a;;) telles que
sup ¥, fla;;ll < +oo. Si p = +oo, on trouve l'algébre des matrices infinies telles que:

J i
sup ¥, |la;;]l < +oo, qui est isomorphe a la précédente (par transposition). On
i g ’

3 0

pourrait aussi considérer I’algébre des opérateurs ““4-nucléaires’ c’est-a-dire apparte-
nant a £ (A)* @/,,(A) (le dual étant pris au sens des applications A-linéaires conti-
A
nues). Pour p = o0, on trouve ainsi I'algébre des matrices telles que Y, sup |la;|| <
Jj i

< '4o00.
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3.15. Démonstration du théoréme 2.6. D’aprés I’ Appendice 1 (remarque 2 2 la
fin), on a

H.(BGL(4)’; Z]g) = H(F 4+ 4 Z[q)
ou F . , estlafibre homotopique de I'application
BGL'(4+)* - BE(C)*

{(attention aux deux significations différentes du signe +!). D’autre part, d’aprés

le théoréme 2.5, si on note F,¢ , ~ BGL(4)"” la fibre homotopique de I'application

BGL/(A)* — BE(C)\P

I’application F v 4o FiO5 induit un isomorphisme sur les groupes d homotopie

mod g. Donc le théoréme de Hurewicz mod g [42] implique 1’isomorphisme
H. (BGL(AY’; Z/g) ~ H,(BGL(A)'; Z/g)

annoncé dans la premiére partie du théoréme.
Supposons maintenant que A soit de rang stable fini n. Alors Charney [8] a
montré que

H(BGL,(4)’; Z]q) =~ H(BGL(4)’; Z/q)

pour m = 2i + n+ 3. D’autre part, par des considérations toutes différentes,
Corach et Larotonda [11] ont montré que

H{(BGL,,(4)'"**) ~ H(BGL(4)"")

pout m = n + i — 1, donc 4 fortiori la méme propriété pour I’homologie & coeffi-
cients dans Z/q. Mais, si A4 est . ,-stable, on a en particulier A ~ M,(A) et les grou-
pes GL,#(A) sont indépendants de n. La deuxiéme partie du théoréme résulte alors

de la premiére partie.

3.16. REMARQUE. Si A est une algebre de Banach topologiquement .# -stable,
il en est de méme de M,(A4) (remarquer que My(M,(A)) =~ M, (A4) ~ M (M(A) =~
~ M,(A)). Avec les hypothéses de rang stable on a donc aussi H (BGL,(4)°; Z/g) ~
~ H,(BGL(A)*?; Z/q).

3.17. Démonstration du corollaire 2.8. Considérons la théorie cohomologique

X~ KP(X; Z]q)
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ol KifP(X)=[X, Ky(A4) X BGL(A)"?] et out KP(X; Z/q) est la théorie & coefficients
associée [1], qu’on notera simplement K ,(X). D’aprés le théoréme de Kunneth en
K-théorie topologique, on a un isomorphisme naturel (donné par des cup-produits)

R (X) ~ (REPOOYo @ (K& (X))

Il en résulte aussitdt que BGL(A)°P a méme homotopie, donc méme homologic
mod g, que (BU)do X (U)"l. Puisque BGL(A)'? a méme homologie modg que
BGL,(A4)° on en déduit que

H,(BGLy(A)’; Z/g) ~ H (BUX U"; Z/g)
pour tout g. Donc

H*(BGLy(A); Z/q) ~ H*(BU"X U™; Zjg)

c’est-a-dire le produit tensoriel gradué de dy algébres de polyndmes et de d, algébres
extérieures.

3.18. ExempLES. Un cas particuliérement intéressant est celui ol A est’
l'algébre de Banach £,,1 < p <-+oco. Son rang stable (au sens de Bass) est égal
4 2 etson groupe K, (resp. K{°P) est égal 4 Z (resp. 0). Par conséquent, si on désigne
par I', le groupe GL,(#,), c’est-a-dire ’ensemble des opérateurs inversibles dans
Pespace de Hilbert H de la forme 1 4- k avec k € #,, on trouve que sa cohomologie
4 coefficients dans Z/q est I’algébre de polyndmes (a une infinité de variables)

Z/q[cla CZ, .. ]

avec degkc-) = 2i (ce sont les ““classes de Chern’” modg). Plus généralement, un
ar gument dii a Rieffel [47] p. 317 permet de montrer que RS(B) < 3si B = £, é A,

s, ®A ou A ® . A pour A algébre de Banach quelconque dans les deux premiers

min

cas, A C*-algébre dans le troisiéme. Ceci permet de calculer H,(BGL,(B); Z/q) et

H*(BGL,(B); Z/q) en fonction de Kq(A4) et Ki°P(A4). Par exemple, si A——-/,,é)C(X),
cette homologie ou cette cohomologie peut se calculer & partir de la K-théorie
topologique usuelle de I’espace compact X.

3.19. Considérons de méme le groupe G des ¢léments inversibles de ’algébre
de Calkin 2/ (quin’est plus de rang stable fini)*). Si on désigne par G, la composante
neutre de G, on a une suite exacte de groupes

1 5 I > B* > Gy > 1

(=) Ceci résulte d’un théoréme de Corach-Larotonda: C. R. Acad. Sci. Paris, 296 (1983),
949 —951; corollaire 1, p. 950.
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donc deux fibrations

Bré, — B#*% — BG?

Ll

Bl,, - B#* — BG,

D’aprés N. Kuiper [35] B#* est contractile et d’aprés Pierre de la Harpe et Dusa
Mc Duff {18} B#*° a une homologie triviale. D’autre part, puisque BI'S, et BI',,
ont la méme homologie a coefficients dans Z/g, IT,(BG?) = G, opére trivialement sur
cette homologie. Le théoréme de comparaison sur les suites spectrales [38] implique:
alors que BG§ et BG, ont méme homologie.

On a aussi une suite exacte de groupes

Go»G> Z
(ol i est I’application ¢“indice’’) qui induit des fibrations

BG! - BG® - BZ = S!

Lol

BG, —» BG —» BZ

Le méme argument que ci-dessus montre que BG® et BG ont la méme homologie &
coefficients dans Z/q. Or il est bien connu que BG a le type d’homotopie du groupe
unitaire infini (ceci résulte par exemple de la caractérisation axiomatique des foncteurs
K’ [23]). On en déduit le théoréme suivant:

3.20. THEOREME. Soit G le groupe des éléments inversibles de I’algébre de
Calkin B|2". Alors la cohomologic mod g de BG est une algébre extérieure sur Z)q
a une infinité de variables

A(xla oy - )

ol X, est de degré 2r — 1.

3.21. ReMARQUE. En utilisant de nouveau le théoréme de comparaison sur
les suites spectrales, on peut aussi calculer la cohomologie du groupe discret (%/.#,)*
pour I € p < +4o0. On trouve le méme résultat que dans le théoréme 3.20.

3.22. Examinons maintenant la situation dans le cas du groupe orthogonal
infini ,0(A4) avec les notations de [26], [29]. On suppose ici que A est une C-algébre
munie d’une antiinvolution avec ¢ = ¢ ou < = —¢. En fait, de maniére tout a fait
parallele & la K-théorie algébrique ou topologique *‘traditionnelle”, on peut déve-
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opper ce qu’on a appelé la K-théorie hermitienne dans [26] et [29] et qu’on a noté
L, (A). En particulier, dans I’Appendice 1 nous avons montré que le théoréme d’exci-
sion en K-théorie algébrique mod ¢ a un analogue en K-théorie hermitienne mod q.

Reprenons maintenant la démonstration du théoréme 2.4 et adaptons la au
cas hermitien. Si on suppose que ¢ = —/, on constate que le projecteur (1 + J')/2,

ol J' est défini en 3.5, est autoadjoint, d’olt la paraphrase suivante du théoréme 2.4
au cas hermitien:

3.23. THEOREME. Soit A une C-algébre munie d’une antiinvolution x> X telle

que = —¢ et qui est I o-Stable (les morphismes définis en 2.2 étant compatibles avec
Dantiinvolution). Alors

Li(A) ~ oL _o(4)

pour tout ic Z.

3.24. Soit maintenant A une algébre de Banach complexe topologiquement
J-stable et munie d’une antiinvolution telle que i=—ioué=¢ (on ne suppose
maintenant aucune condition de compatibilité entre la £ ,-stabilité et Pantiinvolution),

Nous pouvons alors appliquer le théoréme 3 de [33] 4 I’algébre de Banach A4 : I’homo-
‘morphisme canonique

Ki(A4; Zig) - Ki(A4; Z]g)
£tant un isomorphisme d’aprés le théoréme 2.5, il en est de méme de I’homomorphisme

La(As Zlg) — L7P(A; Z]q)

(noter que ces derniers groupes sont périodiques de période 2 siz = —¢ et de période

8 si ¢ = ¢). Comme plus haut, en appliquant le théoréme de Hurewicz mod g et les
résultats de I’Appendice 1, on en déduit un isomorphisme

H,(BO(4)’; Z]g) = H,(B.0(4); Z/q)

ce qui fournit d’autres exemples de groupes topologiques G pour lesquels on a un
isomorphisme H,,(BG"; Z/q) ~ H,(BG; Z/q) pour tout n et q.

3.25. Quelques remarques pour terminer ce paragraphe: faute de théorémes
de stabilité analogues & ceux de Charney, Corach et Larotonda, notre méthode ne
permet pas de calculer les groupes d’homologie de groupes orthogonal ‘finis”
H,(,0,,,(A4); Z/q). Dans le cas d’'une C*-algebre, elle ne permet pas de calculer non
plus I'homologie du groupe unitaire classique muni de la topologie discréte (voir
cependant [19] pour des résultats partiels & ce sujet).
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4. K-THEORIE ENTIERE D'ALGEBRES D’OPERATEURS

Le but de ce paragraphe est d’étendre a la K-théorie entiére certains résultats
obtenus dans le paragraphe précédent pour la K-théorie & coefficients. La proposi-
tion suivante généralise un théoréme bien connu de Brown et Schochet [7].

4. PROfOSlTJON. Soit A une algébre de Banach quelconque et soit p tel que
I < p < +o0. Alors ’homomorphisme canonique

Ki(£,®4) - Ki(F,®4) ~ KIP(4)

est un isomor phisme. En particulier, X (4 ,) = 0.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu'une matrice de la forme 1 +se
e GL(J (H) (;DA) avec {le]| < 1 est stablement un produit de commutateurs.
Pour cela, nous allons suivre le schéma de démonstration de la proposition 5.6 de
{27] qui en est un cas particulier. On commence par écrire 1 -+ ¢ = exp(u) avec
ue fp(H)éA. Puis, en identifiant H 4 1a somme hilbertienne de N, exemplaires de
H, on considére la matrice infinie formée de blocs diagonaux:

(exp(u), exp(—u/2), exp(—u/2), exp(1f4), exp(u/4), exp(u/4), exp(u/4), .. .).

Le point délicat est de montrer que cette matrice (considérée comme limite de blocs
finis) appartient bien a f,,(H)(;aA. Pour cela, on écrit u= Y] r,v;®a; o (r,) est une
suite sommable de nombres réels positifs et ol v; € #,(H) et a; € A parcourent des
parties bornées de £,(H) et de A respectivement. On a alors (pour |4] < 1)

flexp(4 Z riv®a) — 1| < C Z rifldogll - la.]|

ou C est une constante. D’autre part, considérons la suite (w,) définie par w, ==
= (exp(n u/2"), ..., exp(n u/2")) (2" blocs avec n = 1 sin est pairet = —1 sinest
impair) ainsi que la suite (y,) définie par

Yo=(w,wy, ..,w, L1, ...
Alors
1Ya = Yaall < X0 1 Nl ol
avec v;, = (0;/2",0;/2", ..., v;/2") (2" blocs de nouveau). Si on désigne par 1;;

les valeurs propres de v¥v;, on a

follr = 3 2273
et par conséquent :

[
pr2
fovall = || B2 20 < crpmn-in
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olt C’ est une constante. Ainsi ||y, — y,_1]| est majoré par le terme général d’une
série géométrique de raison 2-P-1/7 et (y,) est bien une suite de Cauchy qui con-
verge dans S (HOH®.. .)éA = f,,é)A. Pour p = o0, le raisonnement s’étend
- de maniére évidente. La démonstration se termine alors comme celle de la propo-
sition 5.6 de [27] par groupements convenables de blocs.

4.2. COROLLAIRE. L’homomorphisme canonique
Ky(#,) - KP°(F,) ~ Z

est surjectif pour tout p tel que 1 < p < --o0.
Démonstration. C’est la méme que celle de la proposition 5.8 de [27].

4.3. Si R est un anneau sans élément unité, la définition de K,(R) que nous
avons adoptée est Ker(K,(R*) — K,(C)). Cependant, si R est un idéal dans un anneau
R,, on peut aussi considérer le groupe K, au sens de Bass de I’homomorphisme
R, =» R,/R: cest le quotient du groupe GL(R) = Ker(GL(R;) - GL(R,/R)) =
= Ker(GL(R*) — GL(C)) par le sous-groupe E(R;, R) engendré par les éléments
s'écrivant gegir! ol g, € GL(R)) et ol ¢ est une matrice élémentaire e} avec 1€ R.
On a un diagramme cartésien

Rt —— R,

C ——> RJR
d’olt on déduit des homomorphismes
Ki(R) = Ki(¢) = Kt((Pl)-

Pour i = 1, on obtient un homomorphisme surjectif. En particulier, si K;(R) = {0},
il en est de méme de K;(¢,).

En revenant au cas général d’un idéal R dans un anneau R;, le probléme de
Pinjectivité de I’homomorphisme K,(R) — K;(¢@,) a été étudié pour la premiére
fois par Swan [51]. Dans cette direction nous aurons besoin plus loin du théoréme
suivant:

4.4, THEOREME. Soit R un anneau non nécessairement unitaire. Alors

1) si R = R?, ’homomorphisme K,(R) — K,(¢,) est bijectif; -

2) si ’homomorphisme R@®g R—R défini par a®b > ab est bijectif, il en est
de méme de I’homomorphisme Ko(R) — Ko@)

Démonstration. La deuxiéme partie du théoréme est un cas particulier d’un
théoréme de Van Der Kallen[56], [57]. Notons ici que R®y Rest le quotient de R®z R
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par les relations engendrées par xA® y —x®Ax avec x, y et L ¢ R. La premiére partie
du théoréme est bien connue (et élémentaire). En voici une démonstration. Le noyau
-de ’homomorphisme K,(R) —» K,(¢,) est engendré par les matrices de la forme
£7g7 ! avee g, € GL(R,) et ¢ = e}; élémentaire, 2 € R. Puisque R = R?, il suffit de
considérer des générateurs du type précédent avec i = uv ol u et ve R. Mais si
i#j#k,on peut écrire un tel générateur comme le commutateur (g,e%gr )(g.eh,87 Y-
~(gein e Wger"grY). Compte tenu des inclusions [GL(R), GL(R)l< E(R*, R)c
< E(Ry, R) (cf. [3], p. 228), 1a premiére partie du théoréme est démontrée.

4.5. REMARQUE IMPORTANTE. Soit R une C*-algébre quelconque (éventuelle-
ment non unitaire). Alors ’homomorphisme canonique m: R®g R — R défini par
m(a®b) = ab est un isomorphisme. En effet, puisque tout élément de R est combi-
naison linéaire de carrés, m est surjectif. Soit maintenant z=Y; x,®y, un élément de
R®gR tel que ¥ x,y,=0. En écrivant les y, comme combinaison linéaire de carrés,
-on voit que ’on peut supposer y, = 0. Posons maintenant ¢t = Z Y. Puisque ¢ 2 y,,
la proposition 1.4.5 de [44] permet d’écrire y, = v/t avec v, € R. Ainsi z est un
tenseur décomposable x®y avec y = Viz=0et x= pIEIR tenseur qu'on peut
aussi écrire .xW@W avec ||xl/;||'3 = HXI/J—"V;-\‘*H = [|(xy)x*|| = 0. Donc xl/)7=0
et z =

4.6. DEFINITION. Soit A une C-algébre qui est .#,-stable. Nous dirons que A
est S -hyperstable si I'application bilinéaire

p: F, XA - A

«qui définit Ja . -stabilité est ““associative par rapport d S, dans le sens suivant. Consi-
dérons le diagramme

(F(H)X I L)X A = F(H) X (F,(H) X A) % 5 (H) X A

@xml l

F(H®, H)X A > A.

«dans lequel H®,H a été identifi¢ 3 H. Si on désigne par ¥, (resp. ¥,) la composition
des fleches dans le sens —| (resp. |—) il existe un automorphisme o de 4 tel. que ¥, =
= 0 o ¥,. Nous dirons de méme que A4 est topologiquement . -hyperstable si &
est continu.

4.7. ExempLES. Tous les exemples donnés en 2.3 sont en fait hyperstables ou
topologiquement hyperstables.
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4.8. THEOREME. Soit A une C-algébre qui est S ,-hyperstable avec 1 < p <
£ +4co. Alors

a) K{(A4) ~ K;_o(A4) pour i < 0;

b) Sip= oo et si A= A%, K(A) ~ K;_o(A) pour i < {;

c) Sip=-+oo et si ARA = A, K(4) ~ K;_o(A) pour i<2. En parti-
culier, Ko(A) est isomorphe au groupe de Milnor Ky(A).

Démonstration. Elle va étre analogue dans son esprit 4 celle du théoréme
2.4(cf. 3.6). Si on désigne par u; un élément de Ko(.#,) dont I'image dans K¥P(S,) = Z
est un générateur, les cup-produits par u, et par Pélément w_, construit en 3.5
définissent des homomorphismes

Ki(4) = K;-5(4) et K;_5(4) - Ki(4)

qui sont bien définis pour 7 < 0 car il y a excision en K-théorie algébrique pour ces
degrés ([27], p. 20). Ces deux homomorphismes sont bien inverses I'un de l'autre
par associativité du cup-produit et par le fait que 'image de u; v u_, dans K((£,) = Z
est un générateur (utiliser le cup-produit en K-théorie topologique).

Sip=+ooetsi 4 =A% (resp. A®, A ~ A), Pargument précédent peut étre
étendu aux groupes K; pour i < 1 (resp. i < 2) car il y a excision au niveau du
groupe K (resp. K,) d’aprés le théoréme 4.8. En effet, dans la définition du cup-pro-
duit apparait Panneau sans élément unité % ®cA = R qui vérifie bien R = R®
(resp. R@®zR =~ R car A est une C*-algébre; cf. 4.5).

4.9. THEOREME. Soit A une algébre de Banach topologiquement J -hyperstable
avec ] < p < +oo. Alors K(A) ~ Ki°°(A) pour i < 1. En outre:

1) Si A = A? et si le rang stable de A est fini, le quotient de GL(A) par son
sous-groupe des commutateurs est isomorphe a Io(A*) pour tout n.

2) Si A® A ~ A, Ky(4) =~ K¥°(A) ~ K (A). Si le rang stable de A est
Sini, Hy(BGL,(A4); Z) ~ Hy(BGL,(A)'P; Z) ~ Hy(BA*'P; Z). En particulier, la com-
posante neutre GLY A) de GL,(A) est un groupe parfait et Hy(BGLY(A); Z) = K(A).

Démonstration. Considérons d’abord le cas du groupe K. Il est clair que
Phomomorphisme K,(A4) - K{°°(A4) est surjectif. D’autre part,on a un diagramme
commutatif

Ky(4) 25 Ky(F,04) —2 > Ky(4)
I |
K{P(A) —> KIPP(F, & A) —— KiP(A4)

analogue & celui considéré a la fin de 3.11. Puisque la fléche du milieu est un isomor-
phisme d’aprés 4.1 et que ¢, j,=Id, "homomorphisme K,(A4) — KI{°P(A4) est aussi
injectif.

10 — 1481
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Puisque les groupes K; et Ki°P sont périodiques pour i <0 et que K, = K{r
par définition, il ne reste plus qu’a considérer le cas du groupe K_, pour démontrer
Ia premiére partie du théoréme. Le diagramme commutatif

K_y(A) ——> K_y(J oo @ A) ——> K_,(4)

l I l

K'8(4) —> KP(F _oo @ A) ——s K99 A)

ou i est injectif d’aprés 3.10, montre que 'homomorphisme K _;(4) — K*%®(A4) est
aussi injectif. D’autre part, le diagramme commutatif

K_,(4) —— K®P(4)

K,(4) —— K{*?(4)

ou les fléches verticales sont définies comme le cup-produit par u_,, montre que
I’homomorphisme K_,(A4) — K'P(A) est surjectif.

Sile rang stable de A estfiniet si 4 = A2 (resp. 4 ® 4 A ~ A), Van Der Kallen
[57]1 a démontré que

H(BGL(4); Z)~ H(BGL(4); Z)

sii = 1 (resp. i = 2) pour n assez grand. Puisque 4 ~ M,(A), on en déduit aussitdt
que

H{(BGL,(4); Z) ~ H(BGL(4); Z) ~ H,(BGL(4)'*?; Z)

si i = 1 (resp. i = 2) pour tout n. Le théoréme de stabilité de Corach et Larotonda
[111 montre de méme que les groupes d’homotopie, donc les groupes d’homologie
de BGL,(A)t°r et BGL(A)'°P sont isomorphes.

Enfin, si on considére la composante neutre GLI(A4) de GL,(4), on a

Hy(BGLY(A); Z) = Hy(BE,(A); Z) = Hy(BE(4); Z) = Ky(A) ~ Ko(4)

car ’homologie de E,(A) se stabilise également [57].

4.10. COROLLAIRE. Soit A une C*-algébre et s0it A’ = K @min A. Alors

1) K (A) xKPP(A) = K°P(A). En outre, le sous-groupe des commutateurs de
GL,(4') est la composante neutre de GL,(A") pour tout n.

2) Ky(A) a2 KPP(A') xKPP(A). En outre, si on désigne par GLY(A") la compo-
sante neutre de GL,(A4'), son deuxiéme groupe d’homologie est naturellement iso-
morphe a Ky(A" )Y~ Ky(A).
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4.11. EXEMPLES ET COMMENTAIRES. La premiére partic du corollaire a été
trouvée indépendamment par P, dela Harpe et G. Skandalis [19] par une méthode
toute différente. La deuxiéme partie avait été conjecturée dans {27] et partiellement
démontrée (pour 4 = C) par Brown, de la Harpe et Schochet [16]. Le corollaire se
déduit bien du théoréme précédent car #* ®min A est de rang stable fini d’aprés un
théoréme de Rieffel [47].

' Notons aussi que le théoréme 4.9 peut s’appliquer a certaines C*-algébres
qui ne sont pas de rang stable fini. Ainsi, le théoréme de comparaison ““tronqué”
sur la suite spectrale associée a la fibration

BGL\(H# ®min A) = BGL(Z ®min A) = BGLYB|H @min A)

donne un isomorphisme Hy(BGLY%B/HA @ min 4) = KIP(A).

4.12. Nous allons maintenant décrire briévement la situation pour les groupes

K,(#,) avec i > 1, situation beaucoup plus complexe que pour les groupes Ki(~, o
On pourrait décrire des situations analogues pour les groupes K (4, @A). Nous
allons pour cela utiliser les classes caractéristiques en K-théorie topologique et
algébrique définies par A. Connes et 'auteur [9], [31], [32] et qui sont & valeurs dans

I’homologie cyclique.
Le théoréme suivant est une conséquence de la théorie de Chern-Weil étendue

a ce cadre.
4.13. THEOREME. L’homomorphisme canonique
K2n( ) - K}%p( )N 4
est trivial si p € 2n — 1.

Démonstration. On a un diagramme commutatif

Ko ) —> KiP(F) ~ KE(O=Z

v

I~ | l

HCou(F,) —s HCEP(F,) — HCERAC) ~

La fieche oblique est réduite & 0 en raison de la définition simpliciale des classes
caractéristiques en termes de connexion et courbure (théorie de Chern-Weil; cf.
[31]). D’autre part, si p < 2n — 1, la fleche HCEP,(C) — HC;ﬁpz(f) est une
injection scindée, la fleche en sens inverse étant définie par

a®a ® ... ® ay—g+> Tr(aya, ... a5,_5)

(le produit des a; appartient bien a #, en raison de Yinégalité de Holder; cf. 1.1).
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Par conséquent, I'homomorphisme Kou(F,) — KEP(F,) est bien réduit a 0 si
P <2n—1.

4.14. COROLLAIRE. Si n = (1 + p)/2
a) Ky (S ») est un groupe uniquement divisible;
b) Ky,_1(SF,) est la somme directe de Q| Z et d’un groupe uniquement divisible.

Démonstration. Pour tout nombre entier ¢ > 0, on a la suite exacte

0= K2n+1(jp; Z/q) - K2ll(jp) '——fl—‘) vKZIx(jp) - K‘Zn(jp; Z/q)'
Le dernier homomorphisme est réduit 4 0 en raison du diagramme commutatif

K?n(fp) - .K‘v.’.n('ﬁp; Z/q)

|

K25 ,) = KX S,5 Zg)

et du théoréme précédent. Ainsi la multiplication par ¢ est un isomorphisme sur
K,,(#,), ce qui signifie que K,,(#,) est uniquement divisible,
Pour tout g on a de méme la suite exacte

a

0- K?n(‘ﬂp; Z/ﬂ) _{'_) Kzu—l(fp) i K2n—1(jp) - 0.

Si on désigne par G la réunion des images des d,, on a évidemment G =~ Q/Z ainsi
qu’une suite exacte

OﬁQ/Z - K:’n—l(jp) - H 0.

En désignant par a, f§ et y la multiplication par ¢ sur chacun de ces trois groupes, la
suite exacte

0 - Kera — Ker 8 — Kery — Cokera — Coker 8 — Cokery
Q Q I ll

Zlg Zg 0 0

montre que H est uniquement divisible, c’est-a-dire est un Q-espace vectoriel. Une
base de H fournit alors un scindage de K,,_,(.#,) en la somme directe de Q/Z et
de H.

4.15. Pour toute algébre de Banach R nous avons introduit dans [31], {32]
des groupes de K-théorie “‘relative” K'(R) qui s’insérent dans des suites exactes

K41(R) = Ki(R) - KI'(R) - K{(R) - K*(R).



HOMOLOGIE DE GROUPES DISCRETS 149

Ces groupes mesurent en quelque sorte la ““différence” entre la K-théorie algébrique
et la K-théorie topologique. Par un formalisme éprouvé en topologie algébrique,
on peut ausst introduire des groupes de K-théorie relative a coefficients KI*(R; Z/q) =

= Kfe'(R). En particulier, T({e'(f,,) = 0 d’aprés le théoréme 2.6.

4.16. THEOREME. Soit p tel que 1 < p < 3. Alors le groupe Ki(.5,) (resp.
Ky(F,)) contient une copie de C (resp. C/Z) en facteur direct.

Démonstration. A I'aide de la définition simpliciale des classes caractéristiques
et de la propriété multiplicative du caractére de Chern [31], [32], on peut écrire un
diagramme commutatif

KE(C) x Ky( I ) —— KI(IF)
B |
QIP(C) X ZPP(I) ——> QIP(F)[BEP(F3)

avec la définition des formes différentielles ““non commutatives” donnée dans [9]
et [31},[32]. Dans ce diagramme Q{*(C) = C et K{*(C) ~ C. D’autre part, I'image

de u; (cf. 4.8) dans Z!_P"(J,f) n’est pas triviale en raison du diagramme commutatif

Ko(S,) — KIP(4,) «—— Ki%(C) »~ Z

|

Z©o( I}y ——> HRY(F) «—< HYPP(CH) ~ C

déja considéré plus haut dans un contexte légérement différent. Ainsi, par une chasse
au diagramme, on voit que le cup-produit par u; définit une imjection scindée de
C~KJ(C) dans K§'(#,) (Thypothése p <3 est intervenue dans le fait que Phomo
morphisme HEPP(C*) — ﬁ;""(f;’) est une injection scindée; cf. 4.13). D’autre part,
on a une suite exacte

K (F,) = KPP(I,) > KT, — Ky(F,) > KP(S)
2@ I
z 0

Le premier homomorphisme est réduit & 0 d’aprés 4.13. Puisque le générateur de
K{°P(#,) est le cup-produit de u; avec le générateur de Bott de K'PP(C) (dont I'image
dans Ki¥(C) ~ C est 2in), il en résulte aussitdt que K4(#,) contient C/2inZ ~ C/Z
.en facteur direct.

4.17. THEOREME. Pour p <2n + 1, le groupe Kg,,;r](fp) contient un Q-espace
vectoriel de dimension infinie.
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Démonstration. Bien que £; ne soit pas une C*-algebre, c’est une ‘C-algebre
dans le sens de[29], p. 233 (c’est-a-dire que 1 + M*M estinversible pour tout M € £).
En munissant les fibrés plats de ““métriques’ dans le sens de [29], p. 235, on définit
ainsi un homomorphisme K (#;) — Ki*(#,}). Celui-ci composé avec ’homomor-
phisme canonique en sens inverse est 'endomorphisme x —>x — X de K(F;), x »x
étant induijt par I'application contragrédiente. Si on note ]N(:::(R”f) le groupe K .(R)
en général, on a ainsi un diagramme commutatif

1~<2n+1(c+) I k211+1(j;)

| l

Kiel, (C+) —— K& y(F;)

|
| l
C ~ QUP(CH)/BEA(CH) —— QEN(S,)BENIT).

D’autre part, d’aprés Borel [4] et Suslin [53], K,,,1(Q) est 1a somme directe de Q/Z
et d’un groupe uniquement divisible H (c’est-2-dire d’un Q-espace vectoriel) qui
est la limite inductive des composantes libres des groupes K,, ., d’entiers algébriques
de corps de nombres. En particulier, ce Q-espace vectoriel est de dimension infinie
etPapplication induite de H dans QP(C+)/BLEP(C+) ~ H,y(C+) = Cestinjectived’aprés
la théorie générale des classes caractéristiques de fibrés plats (cf. Borel (4] et [31],
[32]). Le groupe K, ,1(F,) = Kopsr(F ) contient donc bien un Q-espace vectoriel
de dimension infinie qui est 'image de H dans IZZ,,H(J ).

4.18. REMARQUE. Pour le groupe K, nous avons démontré un meilleur
résultat en 4.16 (si p > 1). JVignore si les deux Q-espaces vectoriels obtenus par
I’une ou Pautre des méthodes sont supplémentaires.

4.19. 1 existe une maniére beaucoup plus conceptuelle de définir un homo-

morphisme
K5a(0) — C.

Le cup-produit par (u.,)" € f(_g,,(.f ) (cf: 3.6) définit en effet un homomorphisme
K510 - KE'(o).

D’autre part, il n'est pas difficile de construire un homomorphisme “trace”

K#(#7) > C qui rend commutatif le diagramme

0 - Kie°(£7) — Kel(F7) » Ky(IF) > 0

L

0 - 2inZ > C - C* > 0
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ol la derniére.fléche verticale est le déterminant de Fredholm. Désignons par

K¢, ,(€)—»C ’homomorphisme composé et par R: K&, 1(C)— Qs (C*+)/By(C*) =
C I’homomorphisme défini dans [31], [32] etutilisé plus haut.

4.20. PROPOSITION. On a la formule

(2i7l’)2"

Démonstration. Précisons d’abord que, contrairement aux conventions de
[9], Phomomorphisme S de périodicité qui fait passer de HC, & HC,_, et de 52,,
a ﬁzp_g ne fait pas intervenir de facteur 2ir, ce qui nous a été imposé par la défini-
tion algébrique du caractére de Chern {31}, [32]. D’autre part, il est plus commode
ici d’utiliser la définition des groupes K_; en termes de polyndmes laurentiens 3],
[24]. Plus précisément K_gn(ff ) est un quotient bien déterminé de Ko(ff (Z2*%)
en désignant par J§(Z*) Panneau J7[ty, ..., loy, 17}, ..., 151). On peut alors
écrire les deux diagrammes commutatifs

K5ha(0) X Ro(#1(Z) — REL(#1(Z2)

chrel xchl l/chrel

C X Ho(S1(Z) — ﬁz,,(ff (Z*)/Ba(F5(Z2)

KNI X Koy (C(Z2) —— KL, (S5 ( Z27)

chrel chl ’ lch‘"el

. € X Hy(C(Z2)) ——> Qu (F1(Z7))[Boy(F 1 (Z)).

Dans ces deux diagrammes il convient de noter que chacun des caractéres de Chern
notés ch a une signification légérement différente. Dans le premier diagramme il
est de nature topologique: il donne par la ‘‘trace’ la classe fondamentale du tore
multipliée par (2in)®*". Dans le second diagramme il donne exactement la classe
fondamentale du tore comme on le démontre aisément par cup-produit. La proposi-
tion se démontre alors par simple chasse au diagramme.

4.2]1. THEOREME. On a le diagramme commutatif

2n+1(C) —> Ky, 11(C)

_L ’
(2in) 2" o

C — C*
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ot 0'(x) = dét(x v (u_,)"), dét désignant le déterminant de Fredholm. En particulier,
on a le diagramme commutatif

KZM +](C)

‘

R

0 E;) wn

L

Ccc— 5 C

ot L(A) = Log(27) et oit R est le régulateur de Borel [4].

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ce qui précéde.

APPENDICE 1

DEM ONSTRATION ELEMENTAIRE DU THEOREME D’EXCISION MODULO ¢
EN K-THEORIE ALGEBRIQUE ET HERMITIENNE '

Soit / un anneau quelconque (éventuellement sans élément unité). On dira
que I est un idéal excisif pour la K-théorie algébrique modulo ¢ si, pour tout carré
cartésien d’anneaux

A —— A,

Ay —— A’
avec [ ~ Ker ¢, et ¢, surjectif, on a
Kn((pl; Z/(]) =~ Kn((p?.; Z/q)

pour tout . En particulier, on a une suite exacte de K-groupes a coefficients
(qu'on note X):

Kooy ® Kyaa(An) > Koaa(A4) = Ko(A) - Ko(A) @ K, (4y) > Ky(4).
Le théoréme suivant est essentiellement dit & Weibel [61] et Charney [8].

THEOREME 1. Soit I un anneau tel que ﬁ*(l; Z/q) == 0 (I étant considéré comme
groupe abélien). Alors I est excisif pour la K-théorie a coefficients dans Z/q.

Démonstration. Soit
0>/—>R5SRI=R -0

une suite exacte d’anneaux. Soit E(R’) le sous-groupe de GL(R’) engendré par les
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matrices élémentaires, GL'(R) le sous-groupe de GL(R) défini par le produit fibré

GL'(R) ——> GL(R)

E(R’) —— GL(R").
Soit enfin £ ; la fibre homotopique de Papplication
BGL'(R)* — BE(R)™*.
On a alors un diagramme commutatif

BGL()) ——  Fy,
BGL'(R) —> BGL'(R)*

BE(R') — BE(R)*.

Avant de démontrer le théoréme, nous allons d’abord voir qu’il suffit de
montrer que I'application BGL(/) —» F, ; induit un isomorphisme en homologie
modulo g. Pour cela, nous allons utiliser de maniére essentielle le délagage de la
K-théorie algébrique décrit dans [59], ce qui permet d’ailleurs de définir les groupes
K;etK,;( ;Z/g) pourtoutie Z. Ce délagage est obtenu en remplagant les anneaux
A considérés par leur “‘suspension” SA = SZ ®z A (cf. [23], [29}, [34], [59]): on a
alors QBGL(SA)* ~ K (4)XBGL(A)* de maniére naturelle. On peut noter ick
que si ﬁ'*(I; Z/q) = 0, on a aussi ﬁ*(SI; Z/q) = O car SZ est sans torsion.

Soit maintenant

0->I—>R, »RJ/I=R] -0

une autre suite exacte d’anneaux et soit 6: R - R, un homomorphisme d’anneaux

qui coincide avec U'identité sur I'idéal 1. Alors 0 induit une application 0: Fr ; —
- Fr .1 qui ‘induit un isomorphisme en homologie mod g d’aprés 'hypothése.

Dr’autre part, quitte a remplacer les anneaux R, R; et I par leurs suspensions, on
peut supposer que

Hl(FR,I) =~ ]'/1(FR,I) ~ H1(FRI,1) ~ Hl(FRl,I)

car il y a excision au niveau des groupes K, [39].
Posons pour alléger les notations- X = Fy ;, X, = Fg,i et désignons par X

et X, les revétements universels de X et X; respectivement. On a alors le diagramme
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commutatif de fibrations

X—— X,

-

X——>X,

avec I1 = II,(X)=K(¢) = II, = IT,(X,) = K,(¢,). Puisque X et X, sont des espaces
de lacets [59], IT = II, opére trivialement sur I’homologie de X et fl. Puisque
H(X; Z/q) ~ H,(X,;Z/q) par hypothése, le théoréme de comparaison sur les suites
spectrales montre que Hy(X; Z/q)zH*(A;l;Z/q), donc H*(f WAL zH*(X’l; Z/g)
d’aprés le théoréme de Hurewicz mod ¢ pour les espaces simplement connexes
[42]. Donc IT1.(X;Z/q)~I1.(X;; Z/q) d’aprés la suite exacte d’homotopie mod ¢
des espaces fibrés. La méme suite exacte montre ainsi que

Kio:Zjg)~ [T Fy,i; Z)q) ~IT(Fr 1; Z]q) ~ K (915 Z[q)

pour i = 2. En utilisant de nouveau le délacage de la K-théorie mentionné plus
haut, on en déduit que K;(¢; Z/g) ~ K,(¢,; Z/q) pour toutic Z.

Il nous reste & montrer I'essentiel, & savoir que I'application BGL(I) — R
induit un isomorphisme en homologie modulo g. En appliquant le théoréme de
comparaison sur les suites spectrales, ceci sera démontré si on montre que E(R")
(ou, ce qui revient au méme, E(R)) opére trivialement sur H(GL(]); Z/g). Soit
donc x € E,(R). Dans E,,(R) on peut écrire x sous forme d’un produit de matrices

de la forme
, 1 2 (1 0)
X =
(O 1) A 1),

Si y € GL,(I) et si x’ est de la premiére forme par exemple, x’ opére sur y par la
transformation

Tty (y »r— 1)/1)
0 1

Désignons par U,,(I) le groupe formé des matrices de la forme

(6 7)
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avec o € GL,(I) et B e M (I). On 2 une projection évidente

Admettons provisoirement le lemme suivant qui sera démontré plus loin:

LeMME. La projection Uy (I) — GL(I) induit un isomorphisme en homologie
modulo g.

Il en résulte aussitdt que ’homomorphisme canonique
H (U (1)) » Hy(GL,,(D))
coincide avec I'homomorphisme composé
H.(Ug(I)) > H(GL(D) » H.(GL,,(I))

puisque I'inclusion GL(I) — U,,(I) induit ’homomorphisme inverse de la projection
p (tous les groupes d’homologie sont pris & coefficients dans Z/g).

Ainsi, si (t,7), 1 Ho(GL,(I)) > H (U, (I)) désigne I’homomorphisme induit par
7,7, on voit que I’homomorphisme composé

(r e
H(GL(I)) —— Hy(Up(D)) = H(GLy,(I)

coincide avec ’homomorphisme composé

if x,)a
H, .-.=(GL"(|1 )) — H, s.:(Ul%n(I ) - H*(C:LR(I ) = Hy(GLy,(D)).

Donc l'automorphisme intérieur par x' induit Didentit¢ sur H,(GL()) =
= lim H (GL,(I)). On démontre un résultat analogue si x’ s’écrit sous la forme
—_—

1 0)
A1)
Démonstration du lemme. On a une fibration

BT, (1) > BU,,(I) - BGL,(])

ou T, (I) ~ I"" désigne le groupe abélien formé des matrices s’écrivant sous la forme

(o 3)
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ol A € M, (I). La suite spectrale de Hochschild-Serre s’écrit donc
Hp(GLn(])> HF(T‘ZH([); Z/q)) = ]‘l,,+ r(UZIl(’I); Z/q)

Puisque Hy(To,;Z/g) =~ Zjg et que HJ T, (I); Z/g) = 0 pour r # 0, cette suite
spectral dégénére et on trouve bien le résultat annoncé.

REMARQUE 1. Si [ est uniquement g-divisible, I-NI*([; Z/q) = 0. En effet, si p
est un diviseur premier de g, il suffit de démontrer que I-{*(I; Z./p) =:0, ce qui résulte
de [6], théoréme 6.4, par exemple.

REMARQUE 2. En fait, nous avons démontré un peu plus que le théoréme
annoncé, a savoir l'isomorphisme

H(BGL(I); Z/q) ~ Hy( Fr,i; Z]g).

En outre, si Uidéal I vérifie la relation (RS),, R. Charney a démontré que
H(BGL,([); Z/q9) ~ H(BGL{I); Z/q) pour m = 2/ -+ n + 3.

Le théoréme précédent se généralise au cas ou A4, 4,, A, et A’ sont des an-
neaux hermitiens, la K-théorie étant remplacée par la “‘L-théorie’” dans le sens de
{26],[29], [30]. Pour simplifier, on supposera que 2 est inversible dans tous les
anneaux considérés. La construction -+ de Quillen s’applique a I’espace classifiant
du groupe e-orthogonal infini ;O(A4) et on pose ,L,(A) = IT,(B,O(A)*) pour n = 1.
En outre, le sous-groupe des commutateurs de ;0(A4) est engendré par les matrices
e-élémentaires, c’est-a-dire les matrices 2 X 2n de la forme (cf. [60])

| B ( 1 0
ou
0 1 ) P
avee ‘A = —el. Si I est un anneau hermitien (éventuellement sans élément unité),
on désigne par I, le sous-groupe de [ formé des éléments u tels que u = —eu.

THEOREME 2. Soit I un anneau hermitien tel que H (I;Z/g) = Hy(I,;Z/q) - 0
(I et I, étant considérés comme groupes abéliens ). Alors I est excisif pour la JL-théorie
a coefficients dans Z./q. En particulier, pour tout carré cartésien d’anneaux hermitiens

avec ¢, surjectif et I = Ker ¢, on a une suite exacte de L-groupes a coefficients dans
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Z)q (notés I) :
a_]:'u+1(A1) ® j-:n+1(A2) - ;L:.+1(A,) - al_-'n(A) - CT_,,,(A,l) ® rIn(Az) - eT-'n(A’) .

Démonstration. Elle est analogue 2 celle du théoréme 1 compte tenu de la
remarque suivante. Si ¥: R — R’ est un homomorphisme surjectif d’anneaux
hermitiens, I’homomorphisme de groupes associé ;,O(R) — ;O(R’) induit un homo-
morphisme surjectif pour les sous-groupes de commutateurs (qui sont engendrés
par les matrices ¢-¢élémentaires).
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APPENDIX 2

A CASE OF STABILITY FOR THE HOMOLOGY OF LINEAR GROUPS

by WILBERD VAN DER KALLEN

In this appendix we describe how R. Charney’s paper [2] implies the following

result:

THEOREM. Let A be an associative ring (not unitary) of finite stable rank such

that the canonical map A ® 4 A— A is an isomorphism. Then, if i< 2, the stabilisation
maps

H(E(A4); Z) » H(E(A); Z) and H(GL,(4);Z) » H(GL(4); Z)

are isomorphisms for n sufficiently large.

REMARK. This theorem is used in § 4 of [3] where it is noticed that any C*-

-algebra A is isomorphic with the a/gebraic tensor product 4 ® 4, A.
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The idea of the proof is to use a qualitative version of Charney’s theorem
5.2 in [2], restricting attention to homology in dimension € 2. Here “qualitative ver-
sion’’ means that both in the theorem and in the proof all inequalities that involve
n are replaced by the sentence “for n sufficiently large’”. In order to satisfy the
conditions of her theorem qualitatively, we shall prove first the following lemma:

LEmMMA. For n=5, the image of HAE,_(A); Z) in HYE(A); Z) is pointwise
Jfixed under the action of the symmetric group X, .

As usual we consider two intermediate groups, one of which is the semi-direct
product A"~1xE,_,(A4) generated by the elementary matrices e;;(a) with a€ A4;
1 €i<n 1<j<n,i#j(the otheristhe “mirror image” along the diagonal).
We have the following analogue of the lemma in the appendix of [3]:

SUBLEMMA. For n>5, the map Hy(E,_(A);Z) - H (A"~ XE,-(4); Z) is an
isomorphism.

Proof of the sublemma. As AA = S, the groups E,_;(A4), A" ' xE,_, are
perfect and we may use the theory of universal central extensions[4]. For x,y € A"~ x|
%1 E,_1(A4), let us write {x, y} for the commutator [x’, »'] in the universal central
extension G of 47-1x1 E,_,(A) with x’ a lift of x and y’ a lift of y. Recall that Stein-
berg’s trick tells that {x, y} does not depend on the choice of lifts. By a familiar play
with commutator identities [5], one shows

(1) {eij(a)9 ejn(bc)} = {eik(ab): ekn(c)}

for a, b, c € A and i, j, k, n distinct. Now, if m is chosen distinct from i, j, k, n,
one sees

{eij(a)7 ejn(bc)} = {eik(ab)’ E’k,,(C)} = {eim(a)9 emn(bc)}

so that the left hand side of (1) is independent of j (and the right hand side is
independent of k). In particular, (1) tells that

{eij(a)s €j,,(b0)}' = Ie"j(ab)’ ef"(c)}

{this looks similar to the identity a ® bc = ab ® ¢ in A ® 4 A). Playing a little bit
further with commutator identities as in [5], one sees that there is a homomorphism
of groups
i ARA-GC
A

sending a ® b to {e;(a), ¢;,(b)}. Therefore, we may put x,,(a) = ¢;(}.b, ® ¢,) for
a€ A, where ¥, b, ®c, is chosen such that it maps to a under the isomorphism
A® 4 A~ A. One has Steinberg relations such as {e;;(a), e;,(b)} = x;,(ab) so that the si-
tuation is as follows: G is the semi-direct product of the universal central extension
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of E,_,(A) with the normal subgroup of G generated by the x;,(a),ae 4,1 <i<n,

Moreover this normal subgroup is isomorphic to its image in E (4) (cf. [4], Lemma
9.14). The sublemma follows.

Proof of the lemma. 1t is the same proof as in [2], 5.5.

Proof of the theorem. We embed A as an ideal in a unitary ring R of finite

stable rank [7]. As A4 = A, the perfect group E,(4) is normal in E,(R) for

> 3 and thus equals the group E,(R, 4) of [1] (compare with Theorem 4.4 of
[3D). The usual stability theorems (see [1]) thus imply that the map

GL,(A)/E(A) — GL(A)/[GL(4), GL(4)]

is an isomorphism for n sufficiently large. In particular, E,(4) = GL,(4) n [GL(4)
GL(A)] for n sufficiently large.

Now that we know how to deal with H(E,(4); Z) in the theorem let us
urn to the group GL,(4). Then the statement follows by a comparison in low
dimensions of the Hochschild-Serre spectral sequences of the extensions

1 - E,(4) » GL(4) » GL(4)/E,(4) - |
1 = E(4) » GL(A) - GL(A)/E(4) - 1.

ReMARK. Together with the appendix of [3], these arguments yield a some-
what different proof of excision for K, of 4 (compare with [6]).
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