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REPRESENTATION DES PRODUITS CROISES D’ALGEBRES
DE GROUPOIDES

JEAN RENAULT

INTRODUCTION

La désintégration des représentations de I’algébre de convolution d’un grou-
poide muni d’un systéme de Haar a été obtenue dans [18] sous une hypothése
technique, l'existence de certaines sections. A. Ramsay a montré dans [17] que
cette hypothése est vérifiée quand les mesures de Haar sont diffuses mais qu’elle
fait parfois défaut. Nous proposons ici une démonstration qui n’invoque pas cette
hypothése. On utilisera de maniére essentielle les idées de A. Connes sur ’inté-
gration non commutative {3]. Aprés quelques préliminaires, on donnera les éléments
de cette théorie nécessaires a la démonstration. Aprés la démonstration du théoréme
de désintégration, on en tirera quelques applications. En particulier, il résultera
que toute représentation continue de I’algébre de convolution C (G, 1) est bornée
pour la norme I. Cette propriété est cruciale pour établir ’équivalence de Morita
de certaines C*-algébres de groupoides (voir & ce sujet [15]). Le cadre adopté
ci est celui de I’algébre d’un systéme dynamique (G, 2, 4), ou G est un groupoide
localement compact non nécessairement séparé, X est une extension de G' par un
fibré de groupes abéliens et A est un fibré de C*-algébres sur lequel X opére
par automorphismes (voir § 3 pour une définition plus précise). Il recouvre, dans
le cas d’un sous-groupe normal abélien, les produits croisés ‘restreints’’ ou ‘‘tor-
dus’’ de N. Dang Ngoc [7] et de P. Green [10].

1. PRELIMINAIRES

La terminologie des actions de groupes se généralise sans difficulté aux actions
de groupoides. Contentons-nous de préciser quelques points. Sauf mention con-
traire, on considérera des espaces a4 gauche. Ainsi, si G est un groupoide et X
un G-espace on a une application appelée projection r de X sur G et une appli-
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cation produit de I’ensemble des couples composables (y, x) avec s(y) = r(x). noté
G+X, sur X. Si G et X sont topologiques, on supposera que ces applications sont
continues et ouvertes. Alors I'application quotient de X sur X/G l'est aussi. On
supposera toujours que I’espace des unités G(© est séparé.

Le produit de deux G-espaces X et Y est le G-espace XY des couples
compatibles (x, y) avec r(x) = r(y), muni de la topologie induite par X x Y et de
Paction diagonale y(x,y) = (yx, y»).

On dit que le G-espace X est libre si ['application 0 de G+X dans XXX qui
envoie (¥, x) sur (yx, x) est injective.

St G et X sont localement compacts, on dira que lc G-espace X est propre
si I'application § est propre, dans le sens que I'image inverse d’un ensemble quasi
compact est quasi-compacte. La caractérisation suivante des G-espaces propres
sera utilisée: pour tous ensembles quasi-compacts K et L de X, I'’ensemble P(K, L)
des y de G tels que K rencontre yL est relativement quasi-compact. Alors 'image
d’un ouvert séparé de X par l'application quotient est un ouvert séparé de X/G
et X/G est localement compact.

On dit que le G-espace X est principal s’il est libre et propre. Alors I"appli.
cation 0 est un homéomorphisme de G+X sur son image dans XX X. L’exemple
type de G-espace principal est l'espace G lui-méme muni de la multiplication
a gauche.

Comme A. Connes I’a remarqué dans [4], il faut modifier la définition de
Wespace C,(X) des fonctions continues & support compact quand I'espace
ocalement compact X n’est pas séparé pour avoir suffisamment de fonctions.
Soient donc X un espace localement compact et E un fibré d’espaces de
Banach sur X (on utilisera la terminologie de {9] plutét que la notion équivalente
de champ continu d’espaces de Banach). Si U est un ouvert séparé de X, on note
C (X, U.E) I'espace des sections de E dont la restriction a U est continue 4 support
compact et la restriction au complémentaire de U est nulle. On note C.(X; E)
I'espace vectoriel engendré par les C (X, U; E). On munit C (X, U; E) de la topo-
logie limite inductive et C (X; E) de la topologie la plus fine rendant continues les
inclusions des C (X, U; E) dans C (X E). Par abus de langage, on appellera aussi
cette topologie limite inductive. Si E est le fibré trivial C, I'espace de fonctions
correspondant sera noté C_(X). Le produit de deux fonctions dans C_(X) n’est
pas nécessairement dans C,(X). Par contre, si feC(X)et geC(Y), f® g€
€ C (X x Y). Plus généralement, si X et Y sont fibrés sur le méme espace séparé
{on prend ici une notion trés faible de fibré, ol la projection est continue, ouverte

€t surjective), et si X=Y désigne leur produit fibré, on a encore f®g € C (X=Y).
Une mesure sur X est une forme linéaire continue sur C,(X). La théorie de I'inté-

gration permet de la prolonger a d’autres espaces de fonctions, par exemple a
P'espace B(X) des fonctions boréliennes bornées 4 support quasicompact.
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Soient X et Y des espaces localement compacts et 7 une application continue
et ouverte de X sur Y. On appellera n-systéme une famille 1 = {A,,ye Y} de
mesures telles que

i) 4, est une mesure sur (),
ii) (continuité) pour tout ouvert séparé U de X tel que n(U) soit séparé et

tout /" dans C(U), (f) défini par A(f)(y) = Sfdly est dans C_(rn(U)).

On vérifie alors que 4 est linéaire continue de C (X) dans C_(Y).

On dira que le n-systéme A est plein si pour chaque y de Y, le support de
A, est n73(y) tout entier. Alors I'application 2 de C.(X) dans C (Y est surjective.
On aura besoin du lemme plus précis suivant.

LemME 1.1. Soient X et Y des espaces localement compacts, n une applica-
tion surjective continue et ouverte de X dans Y et A un n-systéme plein. Pour tout
ouvert séparé U de X tel que n(U) soit séparé et toute fonction g positive de
C.(n(U)), il existe une fonction positive [ de C (U) telle que M(f) = g.

Preuve. Soit L le support de g dans n(U). Tl existe un compact K de U
tel que n(K) = L. Tl existe f; fonction positive de C (U) strictement positive sur K.
Alors g, = A(f;) est strictement positive sur L et la fonction f = ((g/g))on)fs
convient. %

On utilisera 1a construction suivante.

LeMME 1.2. Soient X, Y et Z des espaces localement compacts, n et t
des applications continues ouvertes et surjectives de X et Y respectivement a valeurs
dans Z. On note n, la projection du produit fibré X+Y au-dessus de Z sur le deux-
iéme facteur Y. On se donne pour chaque z de Z une mesure A, sur n~(z) et on
définit Ay, = Ay X &y sur n5 () pour chaque y de Y. Alors 2 est continu si et seule-
ment si Ay est continu,

Preuve. Supposons A continu. Il suffit de vérifier la propriété (ii) pour un
ouvert de XxY de la forme UX ¥V ou U est un ouvert séparé de X tel que n(U)
soit séparé et V est un ouvert séparé de V. D'aprés le théoréme de Stone-Weier-
strass et la continuité de 1 on peut supposer £e C(Ux V) de la forme F(x,y) =
= f(x)g(y) o f€ C(U) et g € C(V). Alors Iu(F) = (X(f)<D)g € C(V).

Réciproquement, supposons A, continue. Soit U un ouvert séparé de X tel
que n(U) soit séparé et qu’il existe un ouvert séparé V de Y tel que n(U) = (V).
Si fe C(U), pour tout g € Co(V), (Af)o1)g = 4(F) € C(V), olt F(x,y) = f(x)g(»).
La restriction de A(f)-t a V, et par suite la restriction de A(f) a m(U) sont donc
continues. %

Supposons maintenant que X et Y soient des G-espaces et que 7 soit équi-
variante. On exige alors que le n-systéme A soit équivariant, c’est-3-dire qu’il vérifie
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ii)) pour tout couple (y,y)€ G=Y,yl, = 4,, ol yA,(f) = Sf(yx)d).y(.\').

En particulier on appelle systéme de Haar un r-systéme plein équivariant
sur le G-espace a4 gauche G.

LemME 1.3, Soient X et Y des G-espaces principaux et n une application
équivariante, continue et ouverte de X sur Y.

i) Tout w-systéme équivariant 2 induit un systéme A pour I'application quotient

& de X|G sur Y|G selon la fornule i( NE) = S f(x)dA(x).

il) Réciproquement, étant donné un m-systéme t, il existe un unique m-systéme
équivariant . tel que v = )

Preuve. On observe que X s’identifie topologiquement au produit fibré de
X/G et Y au-dessus de Y/G. Le choix de y dans sa classe ) établit un homéo-
morphisme entre 7 7'()) et n~%(»). L'image de 4, par cet homéomorphisme est
indépendante du choix de y. On la note /y Alors /, s'identifie a /y\ &, . [l suffit

d’appliquer le lemme 1.2.

Notons enfin qu'un n-systéme 2, oll 7 est une application continue et ouverte
de X sur Y se prolonge aux sections de fibrés vectoriels. Plus précisément, étant
donné un fibré E d’espaces de Banach sur Y, . définit une application linéaire
continue de C(X; n*E) dans C(Y:; E). : -

La notion d’extension de groupes se généralise ‘aux groupoides. Etant donnds
un groupoide G et un G-fibré de groupes abéliens S, on appelle extension de G
par § une suite exacte de groupoides

GO 58§ 53 G ;,‘G(t';) '

telle que, pour ¢ dans X et ¢ dans S, on ait g6 = ¢ -+, olt on a identifié § et
son image dans Z et noté par o I'image de ¢ dans G. Si G est localement compact,
on suppose en outre que S l’est aussi et que 1’action de G est continue. On exige
alors que X soit un groupoide localement compact, que linjection de S dans ¥
soit un homéomorphisme sur un fermé de X et que la surjection de- X sur G soit
continue et ouverte. On aura a considérer le produit semi-direct SX X. C'est I'en-
semble S+Z des couples composables (s, ) de Sx Z, muni.de la topologiec induite
par. §X2 et de la multiplication

(s, O)t, T) = (56 - 1), o)

définie quand ot l’est. C’est aussi un groupoide localement compact.
Si X est un Z-espace, X/S est un G-espace et son quotient. (X/S)/G s’identifie
axiE oo S W .
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Si X est libre [resp. propre, principal], il en est de méme de X/S. On appellera
r-systéme pour le Z-espace propre X un r-systéme équivariant pour le G-espace’
propre X/S. '

Si X et Y sont des Z-espaces principaux, X#Y est un SXi Z-espace principal
pour l'action définic par '

(s, o)(x, y) = (s0x, ay)-

L’espace quotient X+Y/SX X s’identifie a (X/S=Y/S)/G.

2. CLASSES TRANSVERSES DE MESURES .

DEFmITION 2.1, Soit G un groupoide localement compact. Une classe frans-
verse de mesures m associe a chaque r-systéme équivariant et continu a sur le
G-espace principal localement compact X une classe de mesures m(x) sur I'espace
quotient X/G de maniére cohérente. Plus précisément m vérifie la propriété
suivante: étant donnés des G-espaces principaux localement compacts X et Y,
une application n équivariante continue et ouverte de X sur Y, un n-systéme A

et un r-systtme f sur Y, on a m(ffol) = m(/j’jol ol . est le m-systéme induit par 1.

La proposition suivante fait le lien entre- cette définition et celle utiliééé par
G. Mackey et A. Ramsay (voir par exemple [16]). '

ProposiTion 2.2. (Caractérisation des classes transverses). (Cf. [3] et [14]).

1) Soit m une classe transverse sur le groupmde localement compact G. Pour
tout r-systéme o sur le G-espace principal X, la classe de mesure m(a)o o, sur
X=X|G est invariante par la symétrie qui échange (x,y) et (¥, x). '

i) Réciproquement, étant donnés un G-espace principal X muni d'un r-systéme
plein o et une classe de mesure p sur X|G telle que peoa, soit symétrique, il existe
une et une seule classe transverse m sur G telle que m(a) = p.

 Preuve. i) Par définition, m(x) o &y = m(a c ap) = m(at o o) = m(a).> &;, olt con-
formément aux notations du lemme 1.2, o, et o, sont respectivement les =, et
ny-systémes, 7; étant I'une des projections de X+X sur X, définis par

w(f)(x) = Sf(x, D) et af0) = Sf(x, »)do(x).

L’égalité ao oy, = oo oy résulte du théoréme de Fubini.

ii) La démonstration de la réciproque est essentiellement celle de [I, Propo-
sition 3 de la page 41]. Soit f# un r-systéme sur le G-espace principal Y. On
forme le G-espace produit X«Y et on note m;, 7, les projections. sur le. premier et
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le deuxiéme facteurs et =,, 7, les applications quotient. Selon les lemmes 1.2 e,
1.3, le r-systéme « induit un 7,-systéme a, et f§ induit un 7,-systéme f;. Montrons
que I'image de la classe de mesures y - ﬁl par P'application 7, est une classe de mesu-
res. Fixons donc une mesure u. D’aprés la propriété de recollement des mesures,
on peut se placer sur un ouvert W image de la trace de UX V dans X=Y/G, ol U
est un ouvert s€paré de X et ¥ un ouvert séparé de Y relativement compact dans
un ouvert séparé V;. On note W, Pimage de Ux ¥,. Comme «, est plein, il existe
d’aprés le lemme .1 une fonction f positive dans C (W) telle que a.(f) soit égale
a 1 sur V/G. On fixe une telle fonction et on définit la mesure v sur V/G par v(h) =

= ;t«ﬁl((lz ¢ mo)f) pour h dans C(V/G). On va montrer que les restrictions a4 W
de v a, et de p=f, sont équivalentes. Il en résultera bien que v est une pseudo-

-image de p« B, par 7,. Soit donc g une fonction borélienne positive sur . On a les
équivalences suivantes:

g=0 v:aypp

SSS 205, DAa()fx's 1)ABOYu(x) = O

SSS glx, (x', 1YdBONda(x)du(x’) = 0, d’aprés Fubini
SSS g(xX', ¥Yf(x, MAPOda(x)du(x’) = 0, d’aprés la symétriede - a
gs g(x', ydppu(x") = 0, d’aprés Fubini et le choix de f

g=0 pofpp.

Appelons m(f) la classe de mesures ainsi définie et montrons que I'application
gui a f associe m(f) est une classe transverse. Soit Z un autre G-espace principal,
n une application équivariante de Z sur Y et A un n-systéme. La commutativité
du diagramme

X+Z|G —— X=Y/|G

L

ZIG —s YG

montre immédiatement que m(f « ) = m(f) < /.
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En utilisant la relation m(B)o o, = u 0[3’1 et la symétrie de poa,, on obtient
m(®)o o, = pod, = pod,. Comme &, est surjectif, on a bien m(x) = pu. L’unicité
résulte de la méme maniére de I’égalité m(f) o @, = m(a)o B, . %)

La donnée d’une classe transverse est équivalente & la donnée d’un certain
idéal de la o-algébre des ensembles boréliens saturés de G'%?, comme le montre la
proposition suivante.

PropPOSITION 2.3. ([3, proposition 8 de la page 48]). Soit m une classe
transverse sur le groupoide localement compact G.

i) Pour un ensemble borélien saturé A de G, la propriété d’étre m(l)-négli-
geable est indépendante du r-systéme A sur G, pourvu que chacune de ses mesures
soit non nulle. On dit alors que A est m-négligeable.

i) Soit (X, &} un G-espace principal muni d’un r-systéme. Un ensemble borélien
A de X|G est m(w)-négligeable si vt seulement si ’ensemble des u de G tels que
(Y (A)) soit non nul est m-négligeable, ot n est 'application quotient.

Preuve. i) Soient a et f des r-systémes sur G composés de mesures non
nulles et A un ensemble borélien saturé de G@. On a les équivalences

m(a)(4) =0
m(@) > Br(4)) = 0
car les mesures f* sont non nulles,
m(a) o f(s~(4)) =0
car s73(A4) = r~N4),
| m(B) (=) = 0
par définition de m, ol & est 'image de o par Vapplication y — 973,
m(B)(4) =0

car les mesures o sont non nulles.
i) Soit (Y, B) un G-espace principal muni d’un r-systéme de mesures non
nulles. On forme le produit X*Y. Soit 4 un borélien de X/G. On a les équivalences

m(a)(4) = 0

m(@) o f(77(4)) = 0
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car les mesures 8, sont non nulles
m(B) o ol H(A)) = O

et I'ensemble des v de Y/G teis que a,,)(n7'(4)) soit non nul est m(B)-négligeable.
Notons enfin la propriété de cocycle des dérivées de Radon-Nikodym.

LEMME 2.4. Soit m une classe transverse sur le groupoide de G. Etant donnés
des G-espaces principaux avec r-systemes (X, o), (Y, B),(Z,y) et des mesures
aem), hemf) et cemy), ’égalité

a-p
bea

Cccl

bo
('\‘, )‘) y (ya Z) ('\‘ﬂ Z) = ]
cof

a-y

a lieu pour m(x = B < y)-presque tout (x, v, z).

Preuve. Ell¢ résulte de la régle de composition des dérivées de Radon-
~Nikodym: ' '
| | a=f=y by a coa-f

Bl - =1. 2|
by ¢ 2 a-vy-p

3. INTEGRATION D'UNE REPRESENTATION DE (G, Z, A)

On se donne dans toute cette section un triplet (G, 2, A), qu'on appellera
systeme dynamique, et qui consiste de: . )

a) un groupoide localement compact G admettant un systéme de Haar 4,

b) une extension 2 de G paf un G-fibré de groupes abéliens S localement
compact et admettant un syst¢éme de Haar invariant par l'action de G, noté dt,

¢) un 2-fibré de C*-algébres A4 tel que S soit unitairement implémenté,
c'est-a-dire qu’il existe un homomorphisme ¥ de S dans le fibré unitaire de M(A),
ol M(A) a pour fibre la C*-algébre M(4,) des multiplicateurs de A,, tel que
T'application de SxA4 dans A envoyant (s, @) sur y(s)a soit continue et que °

sa = y(s)ay(s)™* pour (s,a)€ S+4
y(ose™1) = ox(s) pour (o,s) € Z=S.

D_ans 'le cas dfuﬁ groupe G, on retrouve les systémes covariants de N. Dang Ngoc
[7] et de P. Green [10].

CONSTRUCTION DE L’ALGEBRE INVOLUTIVE C (G, X, 4). Soient (X, a), (Y, f) et
(Z,v) des Z-espaces principaux avec r-systémes. Définissons ies opérations que
nous justifierons ci-aprés.
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Pour fe C(XxY/SXZ; X+xYxA[SXZ) et ge C(Y*+Z/SXZ; YeZr A|SXE),

(o, f, BB, g, 7) = (& f 3 87)
ou

Fegx2) =\ f0x, e, D0)

(@, f, B = (B, f*, )
ou

S, x) = [l ).

Le fibré d’espaces de Banach X Y4 — X=Y est muni de I'action équivariante
de SX'Z:

(s, o), y, @) = (sox, o, y(s)oa).

Les sections du fibré quotient X Y+A/SXZ — XxY/SX'Z peuvent &tre vues comme
des a;}plications / définies sur XY & valeurs dans A telles que

: l) f(xa y) € Ar(.x) ;: .
ii) flex,opy) = af(x,y) pour 6€Z,
' m) flsx,y) = 1()f(x,y)  pour s€ S

On notera (%, f) ’ensemble des triplets (a, f.pHoufeC, (X* Y/SXX; XeYxA]SX Z)

~ LemME, 3.1. Pour fdans C (X Y[SXZ; X+Y*A/S><Z) et g dans C (Y+Z|SXZ;
Y*Z*A/SX|E) f vy & est bien défini et appamenr a C(X+Z[SXIZ; X:Z*A/SX %),

. Preuve. Posons F(x,y, z) = f(x, y)g(y z) pour (x, 3, z) dans X+Y*Z. Comme
F(x, sy, z) = F(x, y, z) pour tout s dans S, F appartient a C ((X*Y/S*Z)/SXIZ;
(X*Y/S*Z*A)/Sx Z) ou (s, 0)(x, ¥,z a) = (sox, 0y, 62, ,((s)aa) D’aprés les lemmes
1.2 et 1.3 B induit une application linéaire de C.((X*Y/S+Z)/SXZ) dans
Cc(X*Z/SX’Z,) et cela reste vrai pour les sections d’un fibré induit.

L’associativité du produit de convolution résulte du théoréme de Fubini.
On vérifie aisément que f* € C(Y+X/SXZ; YxXxA/SXZ) et que (f+58)* =g* x5 f*.

On obtient ainsi une -catégorie au sens de [11] que 'on note CC(G, Z,A).
Les opérations produit et involution sont continues pour la topologie limite inductive.

En identifiant X+X*4/X a Xu=A, en envoyant (o,x,a) sur (67 'x,0%a)
on a

T C(ZRXISNE; ZxX+A]SXZ) = C,(X]S; X*A]S).
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Ses éléments sont des fonctions ‘“‘continues & support compact modulo S*’ définies
sur X a valeurs dans 4 telles que

1) f(x) € Ar(x) s
ii) f(sx) = f(x)z(s™") pour s€ S.

Les opérations deviennent

[=8(x) = Sf(a)[ag(o*".\*)]di.(&) pour f'€ C(Z/S: XxA[S) et g € C (X]S; XxA/[S),

% g%0) = Sf(x)[og(a-lxn*da(ic) pour f, g € C(X/S; X+A4]S),

(o) = af(c™)* pour fe C(Z/S; £+A]S).

La =-algébre des (4,1.7), ot feC(Z/S; Z+A!S) sera parfois dénotée par
C.(G, 2, A,4).

La construction d'une unité approchée donnée par le lemme suivant sera
un outil essentiel de Ia démonstration du théoréme de désintégration. Son idée
remonte 4 [10]. Sa mise en euvre dans le cadre des algébres de groupoides est
due & D. Williams [15] (veir aussi [19)).

LEMME 3.2. Soit (X, o) un Z-espace principal avec r-systéme plein. 1l existe
dans C (G, Z, A, 2) une unité approchée dans la topologie limite inductive composée

d’éléments de la forme Y fis, ¥, oii f; € C(X]S; X%A[S). En fait, la famille que
i=1

’on va construire sera une wnité approchée dans la topologie limite inductive pour

Faction de C(G, Z, A, 2) sur tout module C(Y|S; Y*A/S).

Preuve. On suit la démonstration de [15]. Soit (e,) une unité approchée bornée
de la C*-algébre C,(G'": 4). La famille que P'on va construire sera indexée par
un compact K de G, un voisinage ouvert U de G dans Z, un nombre positif
¢ et un indice k. Cet ensemble est dirigé pour la relation (K, U, ¢, k) < (K', U,
e, k)ssi KeK', UoU’, 6 >¢ et k <k’. On se donne un tel indice. Tl existe
des ouverts séparés et relativement compacts V;, ..., V, de X tels que r(V,)., ...
.... (V) recouvrent K et que si (ox, x) appartient & 'un des V,;xV,, alors o
appartient a U. Soit b, . ..., b, une partition de 'unité subordonnée a la famille
r(Vy), ....r(V,). Grice au lemme 1.1, on peut trouver pour chaque # une fonction

positive f; € C.(V;) telle que

,S Ji(sx)f(te " x)ds d¢ d7#(g)do?(x) — b,(u)| < ¢ pour tout u € r(Vy).
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Ici ds désigne le systéme de Haar de S. En prenant au besoin une famille
Vi, ..., V, plus fine, on peut supposer que

n

3,

i1

< ¢ pour tout w € GO,

Sﬁ(sx)f}(ta‘lx)ds a1 d2¥(6)da (i) — (Bi(w)

Définissons alors F; par

Fyx) = S.fi(sx)ek o r(x)x(s)ds.

Clest un élément de C (X/S; X»A[S). Montrons que e = egpy,cx = Y, Fi*, F*
i=1

est une unité approchée. D’aprés ’estimation

S lle(e)|| dA*(a) < :V_‘I Sf,—(sx)f,-(to*lx)ds dedi*(e)de¥(x) < 1 + ¢

i1

il suffit de tester la convergence sur un élément G de C (Y/S; Y*A/S) de la
forme '

Gy = Sg(sy)a o r())y(s)ds

ol ge C (W), W ouvert séparé de Y et a € C (G®; A). Soit L un voisinage com-
pact de suppg dans W. Pour U suffisamment petit, le support de ¢ %, G, contenu
dans Un suppg, scra contenu dans L. Soit U; un tel voisinage. On peut supposer
en outre que U; n r~Y(r(L)) est relativement quasicompact. On pose K = r(L).
On se donne ¢ > 0. On choisit k tel que pour tout v € G®

lau) — e(@enui*alu)ll < e/2M, o M = suplg()l, y€ Y.

Comme Paction de X sur A est continue, il existe un voisinage ouvert U, de G'®
dans X contenu dans U, tel que pour tout o € U, n rYK),

(*) lla e r(e) — e, o r(e)olef - s(a)a-s(@)ll| < e/M.

Comme g est continue a support compact, il existe un voisinage ouvert U de G®
dans X contenu dans U, tel que pour tout (g, y) € UsY,

&) 1gl@) — g0 <¢N. ou N =supllaw)l, ue GO,
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Soit ¢ = ey y,. - Alors

ex; G(Oy) = Y F;s F* 2, G(y) =
i--1

= 2"‘1 S 13 (to ™ X)g (o~ y)exer(o)o(exes(a)x (D) alacs(o)y(u))dsdtdud i(c )da(x) =

=V Sdsdtdud/".(&)dd(k) X

X fi(sx)f{to " x)g(ua~p)e, c r(o)sat " efk o s(o)as(o))y(sot us™1) =

-y, Sﬁ(sx)f.-(ta-1x>g(m-ls-luy)ek o r(a)sot (et ° 5(0)a o (o)) (u)dsdedud (6 )do( )
ji:1

(on a changé u en to 15" o) tandis que G(») vaut, a e[|G(y)[| prés,

}n:' S 1:(s2)f(t671X)g(uy)a - r(o)y(w)dsdedud (g )dx(X).

i--1

Comme les deux expressions sont nulles & moins qu’il existe i tel que sx soit dans
V;et to™2x dans V;, sat~* appartient a U. En outre r(sat™Y) = r(c) = r(») appar-
tient & K si y est dans L. On peut donc utiliser les estimées précédentes (=) et (=)

pour obtenir
fie =, G) — G| < 2e(1 + €) + ellGO)II.

Le résultat suivant montre que 1’algebre ‘‘tordue” C (G, Z, 4, 1) est un quo-
tient de 'algébre C (Z, 4, do) ol do est le systéme de Haar de X obtenu en compo-
sant le systtme de Haar A de G avec le systéme de Haar d¢ de S, ce qui permet
souvent de se réduire & un produit croisé ordinaire. On définit I’application y par

Ceci montre la convergence uniforme sur L.

o) = Sf(w)x(t)dt pour € C,(%; Z3A).

L’algébre involutive C (S, dt) agit par multiplicateurs sur C,(Z; 4, dg) selon

r

¢+ f(o) = S o(D[tf(t726))dt  pour @ € C,(S) et fe C,(Z; Z=A).
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LEMME 3.3. Avec les notations ci-dessus :

1) L’application y est un x-homomorphisme continu pour la topologie limite
inductive et surjectif de C (X, A, da) sur C (G, X, A, A).

i) Pour ¢ dans C(S) et [ dans C(X; Z+A), on a

20 f) = @Yo i) ot 7)) = Sfp(l)z(t) da.

Su

Preuve. Les justifications ont ét¢ données dans les préliminaires. Les différentes
égalités s’obtiennent par changement de variable et permutation de I'ordre d’inté-
gration. On utilise Pinvariance par G du systéme de Haar de S.

DEFINITION 3.4. On appelle représentation du systéme dynamique (G, 2, A) le
couple (m, H) d’une classe transverse m sur G et d’un fibré hilberticn mesurable
H défini sur un ensemble borélien U de G de saturé m-conégligeable muni d’une
action de Xy et d’'une action de Ay telles que

i) a(at) = (oa)(ef) vpour (0,a,&)e TyxAy+H,
i) 8¢ = ()¢ pour (5,¢) € Sy H.

On dira par abus de langage que H est un (X, A)-fibré hilbertien. On dit que la
représentation est non-dégénérée si pour tout u dans U, la représentation de A4,
dans H, est non-dégénérée. On dit que deux représentations (m, H) et (m', H’) sont
équivalentes si m = m’ et s’il existe un borélien U de G dz saturé m-conégligea-
ble et un isomorphisme V de Hy sur H{, entrelace les actions.

Soit (m, H) une représentation de (G, 2, 4). Pour tout X-espace principal
avec r-systtme (X, o), appelons H(x) P'espace de Hilbert L*X/Z, X+xH/XZ,K m(a))
des demi-densités de carré intégrable. Un élément de cet espace, noté éV,LT, consiste
d’une mesure u dans m(e) et d’une section de carré intégrable pour u du fibré hil-
bertien X+H/Z sur X/2. On remarque que ce fibré n’est défini que sur un ensemble
m(e)-conégligeable. Etant donnés des X-espaces principaux avec r-systémes (X, o)
et (Y, B), définissons L(a, f, B) pour f dans (x, f) par '

@) <&V Lo s, pnllvy = S CED), e, YO VG B~ o) G, ),

ol on a éerit Y pv au lieu de (du/dv)t2v. On vérifie comme plus haut que la fonc-
tion a intégrer est définie sur.un ensemble m(f o a)-conégligeable de X*Y/SxZ et
que son support est compact,
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La norme I sur (x, f) utilisée dans la proposition suivante est définic par
11 max (sup 11t D98N, s | e, i e

ProposiTioN 3.5. (cf. [18], page 52)). i) Soit (m, H) une représentation de
(G, Z, A). La formule (+) définit une représentation de la s=-catégorie C,(G,Z, A)
continue pour la topologie limite inductive et bornée pour la norme I, appelée repré-
sentation intégrée.

i) Si H est séparable et si la représentation de A dans H est non-dégénérée,
alors la représentation intégrée de C.(G,Z, A, 1) est non-dégénérée.

iii) Deux représentations équivalentes de (G,Z, A) donnent des représentations
équivalentes de C,(G, £, A).

Preuve. 1) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne la majoration

K&V L f, Byl vl <

< S L 1 DI I VG B B y) <
1/2 - 1/2 _.
< [sup\ w1 s | et [sup\ wre e | i <

< eV i Vvl

La relation L(«,f. f)¥ = L(B, ¥, «) est immédiate. Pour montrer L(c, f=58,7) =
= Lz, f, B)L(B, g,7), on peut utiliser [égalité L(B, g, 7) CV% = ;,1/'\; avec
13 Te [; vz
") = Sg(y, ot 1) v e

7

pour m(f) presque tout y.

ii) On fixe y € m(1). On pose v, = Vao Mo d). Pour &, 4 e LAG®; H, p)
et fe C(Z]S:ZxA]S),

<& LD = S (& r(@), f(o)on - (o)) dval6r).

Supposons ¢ orthogonal & tous les L(f)n. Soit a € Co(G; A). Pour tout '€ C(Z),
posons

Flo) = Sf(sa)a o H(o)(5)ds.
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On a alors

(& L(Fny = S (& o (o), aor(a)an > s(a))f(6) dv(o) = O,

ol dv est la mesure dv, ds sur Z. Cela entraine que
K& (o), a~r(o)ones(a)y =0 pour v-presque tout o.

Soit (1,) une suite fondamentale pour H. Il existe un ensemble v-conégligeable de
Z sur lequel on ait

KEor(a), a r(o)on,s(6)y =0 pour tout a

Il existe donc un ensemble p-conégligeable de G sur lequel on ait
(&), a(u)on, »s(a)y =0 pour tout n et au moins un o tel que r(o) = u. Cela
entraine que a*(w)é(u) =0 et donc que a*¢ =0. Comme la représentation de
Co(GW: A) dans L3G®; H; u) est non dégénérée, & est nul.

ili) Soit U un borélien de G de saturé m-négligeable et ¥ un isomorphisme
de Hy sur Hj. Pour tout (X, ), on définit 'isométrie ¥V (a) de H(x) sur H'(x) par

v@elu =l i ou
n(x) = Veor(x)(x) pour tout x tel que r(x)e U.
On vérifie facilement que

L'(a, f, BYV(B) = V(@)L(=, [, B). 7

4. DESINTEGRATION D’UNE REPRESENTATION DE C,(G, Z, 4, 1)

THEOREME 4.1. Soit (G, Z, A) un systéme dynamique au sens de la section
précédente et 7. un systéme de Haar pour G. On suppose que £ a une base dénom-
brable d’ouverts et que A est séparable. Alors:

i) Toute représentation non-dégénérée et continue pour la topologie limite
inductive de I"algébre involutive C (G, X, A, )) dans un espace hilbertien # séparable
est équivalente a une représentation obtenue en intégrant ‘une représentation non-
-dégénérée de (G, X, A). ‘

ity L’intégration érablit une équivalence entre la catégorie des représentations
non-dégénérées de (G, Z, A) dans un fibré hilbertien séparable et |la catégorie des
représentations continues et non-dégénérées de C(G,X, A, 1) dans un espace hil-
bertien séparable. :

6 — 1193
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On démontre d’abord la premicére assertion dans le cas ou X et A sont
absents. Plus exactement, 2 est I’extension triviale de G par le cercle S* et A
est le fibré constant de fibre C. En fait, on aura besoin du résultat un peu plus fort
suivant,

PROPOSITION 4.2, Soit #y un sous-espace vectoriel dense d'un espace hilbertien
séparable H’. On suppose que L est une représentation de I'algébre C (G, 7) par
des opérateurs de S, telle que

a) L est non-dégénérée : les combinaisons linéaires des L(f)E sont denses dans €,

b) L est continue, dans le sens que pour tout &,y dans #,, la forme linéaire
L () =& L(f)n) est continue pour la topologie limite inductive de C(G) et

c) L préserve Uinvolution, c’est-a-dire &, L(f*)n) = LL(f)¢.n) pour tout &, 1
dans 3, et tout f dans C,(G).

Alors les opérateurs L(f) sont bornés. La représentation de I'algébre involutive
C(G, %) dans 3 ainsi obtenue est équivalente a une représentation obtenue par
intégration a partir d’une représentation non-dégénérée de G.

Preuve. Pour tout &,y dans 3, la forme linéaire L., est une mesure (non
positive) sur C(G). On la prolonge & Pespace B(G) des fonctions boréliennes
bornées & support relativement quasi-compact.

La démonstration consiste en deux étapes: ia construction de la classe trans-
verse /m et la construction du G-fibré hilbertien H.

a. CONSTRUCTION DE LA CLASSE TRANSVERSE. Nous verrons qu’il existe une
unique représentation M de B(G®) telle que

ML) = L(¢f) pour h dans B(G) et f dans B(G).

Ici hf(y) = her(y)f(v). Elle définit une classe de mesures sur G*.. Comme la pro-
priété de symétrie de la proposition 2.2 n’est pas immédiate, on va montrer directe-
ment qu'elle provient d'une classe transverse. On va associer a chaque (X, %)
ou X est un G-espace principal (4 base dénombrable d’ouverts) et o un r-systéme
sur X une classe de mesures m(z) sur le quotient X/G de la maniére suivante. On
définit sur B(X)®# ', la forme sesquilinéaire telle que

CfRE, g®ny = (& LIf* =, )
ou &, n sont dans . f,g dans B(X) et [*x, g(y) = S'f(yx)g(x)doc(x) (on vérifie

comme plus haut que f+,g est dans B(G)). Montrons qu’elle est positive. Tl suffit
de le vérifier sur des éléments de la forme Y, f;®¢; avec f; dans C (X). En utilisant
i

une unité approchée pour I'action de (o, ) sur (z, 2) de la forme donnée par le lemme
3.2 (ol les roles de « et de A ont été échangés), on peut écrire Y, f;®¢;, Y, ,®ED
i i
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omme une limite de sommes de termes positifs:
Y & LU e 152 8 % F)EY =HIY Lg% SDENR.
H i

On note H(a) le séparé complété de B(X)®s#, pour ce produit scalaire. On définit
pour h e B(X/G) l'opérateur M(hh) sur B(X)®#, par

MONS®E) = OE o hf(x) = 0.
Tl es,t'borné pour la ﬁorme de H(a) car

1M (h) Vf.®é 12 = 1A% I|Zf.®€ H2 — IIZ K@l

olt k(x) = (||hliZ, — [h(x)|®)2 11 se prolonge donc en un opérateur borné M(h) sur
H(a). On obtient ainsi une représentation de la C*-algébre abélienne B(X/G).
Quand on prend (X, a) = (G, 1), on peut identifier H(A) & # en envoyant f®¢E

sur L(f)E, ot f(y) f(y‘l) car cette application est une isométrie et son image est
dense d’aprés I’hypothése a). On a alors M(R)L(f) = L(hf). Comme H(x) est
séparablc la représentation M de B(X/G) dans H(2) définit une classe de mesure
m(a) sur X/G. Pour h dans B(X/G), les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

“h =0 m@)-p.p.; MWH) =0
et -
4({, Lif* :k; A)E> =0 pour tout f dans C(X) et tout & dans qu,

Montrons que P'application qui a o associe m() est une classe transverse. Soient
X et Y deux G-espaces principaux, n une application €quivariante de X sur Y,
T un m-systéme et f un r-systétme pour Y. Il s’agit de comparer pour /4 dans
B(X|G) les propriétés i = 0 m(f - 1)-p.p. eth =0 m(f)o 1-p.p.

La propriété 4 =0 m(B o 1)-p.p. s’écrit:

(1) <& Lf* #p Af)E) =0 pour tout f dans C,(X) et tout & dans 5,.
En prenant f de la forme
S(x) = k(x)g o n(x)

ou k est dans C (X/G) et g dans C,(Y), on obtient

I* agu hf = g* x5 T(khK)g,
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d’olt
t(khk) = 0 m(B)-p.p.. ou encorc h =0 m(f)~ T-p.p..

Réciproquement, si /i = 0 m(f)> 1-p.p., on a (1) pour tout & dans #, et tout f
de la forme f(x) = k(x)g - n(x) ou k est dans C,(X/G) et g dans C_(Y). Or d’aprés
le théoréme de Stone-Weierstrass (qu’on applique sur des ouverts séparés Ux V)
C.(X/G)®C(Y) est dense dans C,(X). Par continuité, 1'égalité (1) reste vraie pour
tout f'dans C,(X) et on a bien & = 0 m(f < 7)-p.p.

On n'utilisera par la suite que la propriété de symétrie de la classe de mesure

m(A) o 4, c’est-a-dire m(2) - 4 = m(2) > 4. Pour le reste de Ia démonstration, on choisit

-~

un représentant u de la classe m(2) et une dérivée de Radon-Nikodym ¢ = :j S Or

notera v, la mesure symétrique V(u s 2)ue2)-
b. CONSTRUCTION DU G-FIBRE HILBERTIEN.

LemMme 4.3. Pour tout &,n dans Hy, la mesure L, est absolument continue
par rapport @ m(l)o A.

Preuve. Soit f une fonction positive dans B(G) nulle m(2)e 2-p.p., alors i
existe une partic N de G© négligeable pour m(l) telle que pour tout u¢ N, f
est nulle *p.p. . Alors pour tout g, h dans C(G),fg+h = (k- r)(fg*h) ot k est ia
fonction caractéristique de N. Ainst L(fg)L(h) = M(k)L(fg)L(h) est nul. Tl résulte
de (a) et de (c) que L(fg) est nul. . |

D’aprés ce lemme, il existe pour tout ¢, n de #y une fonction p; , localement
vy-intégrable telle que
E,L(Hm = Sfpg',, dv, pour tout /" dans C(G).
Définissons alors pour u dans G et f, g dans C (G*)

f®ELER® N, = Sﬁv)g(v') P17 IOy ) A y) d24(y").

LeEMME 4.4.  Avec ces notations:

1) Pour tout hh dans C ,(G®) et tout [, g dans C(G), on a

Sh(u) ® &g ® nddulu) = CLNE MU
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i) Pour m(2) » A-presque tout y et tout f, g dans C(G), on a

<'Y .f® é”y ‘8 ® ']>r(7) = (5('}’) <f® éag ® rl>s('y)

oit y-f(¥) = fly~Y') pour V' dans G'V.

Preuve. 1) On calcule le terme de gauche:
S.i’(v)/lg(v’)/);.,,(v“?’) SURYISNE(Y') dA(y") d2M(y") dp(u).
On remplace jt o A par 6 't o i
= {0 o2y 1057 02220 424 .

On utilise la propriété de cocycle donnée par le lemme 2.4 5(y)d(y") = d(yy’) et
on remplace y par y" ~'y:
B Sf O ) hg (' =) pr () dA(y) dAr(y’) du(u).

On utilise Fubini et la définition du produit de convolution:

B Sf *xhg( P TNE(y) d(u 0 () =

= Sf* * hg(Mp(v) dvo(y) = <&, L(f* = hgny = KL()E, M(ML(g)n).
ii) Pour tout ¢ dans C(G), on a

S POXT S ® &7 8 ® 1y AACy) dute) =

= S POV~ 0172 PO 1282 (1)8Y2(r,) d2¥(y1) d¥(y;) dA*(7) da(u).
On change (y,, 7,) en (yy;, Y72) et on utilise la propriété de cocycle de 6:

= S¢(v)5(v)<f® £ 8 ® by 4743) dit(a). 7
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On choisit une base orthonormale (£;) dans 3, et une suite totale (p;) de
C.(G). Draprés (i) (JQE,fREY, est positif u-presque partout. On peut trouver
un ensemble u-conégligeable U de G tel que ¢ , >, définisse unec forme sesqui-
linéaire positive sur le sous-espace rationnel de C (G)®# engendré par les ¢;®¢;
pour tout u appartenant 2 U. D’aprés la continuité de lintégrale, la positivité de
{ , >, subsiste sur le sous-espace complexe engendré par les f/;®¢&;, ou f; est dans
C,(G). On appelle H, son séparé complété et on note f;®, &, I'image de f;R¢E,
dans H,. On fait de H, réunion disjointe des H, quand u parcourt U, un fibré hil-
bertien mesurable en prenant les (¢;®, ;) comme suite fondamentale de sections
mesurables.

D’aprés (ii), il existe un enszmble u o A-conégligeable V' de G tel que pour
tout y de ¥ nG|U,

L(f®E) = 6712(n)y - f®E

définisse une isométrie du sous-espace rationnel engendré par les ¢;®¢; a valeurs
dans H,,. Alors L(y) se prolonge en une isométric de H, sur H,, . Comme
I’ensemble des y de GI(Ltels que L(y) se prolonge en une isométrie de Hy,, sur H,,,
est stable par multiplication et qu’il contient une partie u - A-conégligeable, il con-
tient aussi, d’aprés [16, lemma 5.2]), une réduction GIU’ ol U’ est une partic de
U u-conégligeable. En remplagant au besoin U par U’, on définit bien ainsi une
structure de G|U—ﬁbré hilbertien sur H. La mesurabilité de I'action se vérifie immé-
diatement: pour tout £, dans #, et tout f,g dans C(G), I'application qui a y
associe

<f® r(y) és L(’}))g ®s(y\ 'I)r(y) =
= Sﬁvl)g(rlvz)p(vr‘vz)é‘/ 2(71)813 ()0 ~12(y) d2r(py) dATWI(y,)

est mesurable.
1l existe une unique isométrie V' de 5 sur LG9, u; H) envoyant le vecteur
L), ou fest dans C (G) sur la section f @ &; = (f ®, &;). En effet I'égalité

\ 102,505, 00t = <LPE Lis)

donnée par le lemme montre que V est bien définie sur le sous-espace engendré
par les L(f)£; et que C'est une isométrie. Comme ce sous-espace est dense, V se
prolonge 4 # tout entier. L’image de V contient une suite fondamentale de sections
de carré intégrable et elle est stable par multiplication par une fonction de C_(G®);
c’est donc L¥(G®, u: H) tout entier.
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Le lemme montre aussi que pour f, f;, f; dans C.(G).

CLUDE LOLEED = Sf(v)(f,- ®ri &1 LAV ® i Edripdo).

Légalit€ <&, L(fn> = VE L'(f)Vn), ou L’ désigne la représentation intégrée que
I’on vient de construire, a donc lieu pour £ et # dans le sous-espace vectoriel en-
gendré par les L(f)®E;, ol f est dans C(G). Elle reste vraie d’aprés (a) pour &
et n dans J,. Par suite, L(f) coincide avec V*L'(f)V sur #, et il est borné. i

La désintégration des représentations de la C*-algébre Co(G®; 4) ou A est
un fibré séparable de C*-algébres sur I’espace localement compact G est bien
connue:

LeMME 4.5, Soient p une mesure sur G®, H un fibré hilbertien mesurable
sur GO et M une représentation de la C¥-algébre Co\(G©; A) dans LAG, u; H)
par des opérateurs décomposables. Alors

1) il existe pour tout u dans G une représentation M, de A, dans H, telle
que pour tout a dans Cy(G; A) on ait

M) = SG’ Ma,)du(w).

ii). L’action de A sur H est mesurable.
iil) La représentation M est non-dégénérée si et seulement si pour presque
tout u la représentation M, est non-dégénérée.

Preuve. i) D’aprés [8, lemme 8.3.1] il existe pour tout u € G une repré-
. ®
sentation M, de Co(G'?; A) dans H, telle que M =S M. du(u). Les représenta-

tions M et M, se prolongent & Co(G®™). D’aprés T'unicité de la désintégration de M,
il existe un ensemble conégligeable U tel que pour tout u € U et tout 4 € Cy(G(?)
on ait M,(h) = h(u), et donc pour tout a € Co(G®; A), M, (ha) = h(u)M (a). Alors
M,(a) est nul si a, est nul et M, se factorise a travers 4,. Pour u ¢ U, on redéfinit
M, =0. ' ‘ ' . o

i) Comme le champs de représentations (M,) est mesurable, Vaction de A4
sur H est mesurable. .

iii) On sait qu’une intégrale hilbertienne de représentations est non-dégénérée
si et seulement si presque toutes ses composantes sont non-dégénérées. %

Passons maintenant au cas général. Comme dans le cas classique du produit
croisé par un groupe (voir par exemple [10]), on remarque que les algébres invo-
lutives C.(Z, do) ol do est le systéme de Haar dsdi, et C,(G'); 4) agissent sur
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I"algébre involutive C (G, Z, 4, 4) comme multiplicateurs a gauche selon les for-
mules, pour f'dans C (Z/S; ZxA/[S)

o = f(0) =S«p(r)[rf(r“a)] dr  pour ¢ dans C (2)

‘et

hf(c) = h r(0)f(o) pour h dans C(G©); A).

Les vérifications sont similaires a celles qui ont été faites lors de la définition du
produit de convolution. On vérifie aussi que ces opérations sont compatibles avec
les involutions:

(pufYrsg=1%:(p*=g) pour peC(Z) et [, ge C(Z]S; ZxA]S)

(hfys =g =[*=(l*g) pour he C(G; A) et f. g€ C(Z]S; Z*A/S)

et continues pour la topologie limite inductive. De plus, si (¢,) est une unité lappro-
chée pour C(Z, do) comme celle construite dans le lemme 3.2, c’est aussi une unité
approchée pour cette action de C.(Z, dg) sur C(£/S; ZxA/!S) et si (e;) est une unité
approchée de C,(G'': 4), c’est aussi une unité approchée pour I'action de C .(G'"; A)
sur C (/S Z=A]S).

LEMME 4.6. Soit L une représentation continue et non-dégénérée de ['algébre
involutive C(G, Z, A, 2) dans un espace hilbertien séparable . Alors il existe une
unique représentation continue et non-dégénérée de C(Z, da) qu'on notera encore L,
et une unique représentation non-dégénérée M de la C*-algébre Cy(G: A) telles
que pour tout [ dans C(Z]S: Z+A[S)

L{p «f) = L(e)L(f) pour ¢ dans C(Z)
L(hf) = M()L(f) pour h dans C (G; A).

Preuve. Soit #, le sous-espace vectoriel engendré par les L(f) ou ¢ est
dans o et [ est dans C (2/S, Z+A/S). On utilise comme dans [13, page 317] une
unité approchée de C(G, Z, 4, 2) pour montrer que les formules

L(p) 3] LU = Z Lo «f)E:
et

M) Y, L(f)E: = N LOA)E,

définissent bien des opérateurs L(p) et M(/) sur #,. Montrons que cette repré-
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sentation L de I’algébre C(Z,do) vérifie les conditions de la proposition 4.2.
Pour montrer (a), on utilise une unité approchée pour I’action de C. (X, do) sur
C.(Z/S; ZxA/S). Pour montrer (b), on utilise la continuité de L et la continuité
de l'action de C (Z,do) sur C(Z/S; ZxA/S). Pour montrer (c) on utilise la
compatibilité de I’action avec I'involution. Les opérateurs L(¢) sont donc bornés
et, en les prolongeant, on obtient une représentation continue et non-dégénérée de
I'algébre involutive C (Z, do) dans #°. Pour montrer que les opérateurs M(h)
sont bornés, on procéde comme dans le cas scalaire pour écrire

M) Y, L(HENR = thlzl!; LG — II; Lk f)EP

ol {4 = sup|lh@)l], u € GO et k(u) = (|h|2 — A*()h@))2.

Il est donc licite de prolonger ces opérateurs & J#, puis M a4 la C*-a]gebrev
Cy(GW; A). Pour montrer qu’elle est non-dégénérée, on utilise une unité approchée
pour l'action de C(G; A) sur C(Z/S; ZxA/S).

Fin de la démonstration de (i). On désintégre la représentation de C.(Z, do)
obtenue dans le lemme précédent au moyen de la proposition 4.2, La classe trans-
verse sur X qu’elle fournit induit une classe transverse sur G telle que m(l) = m(do).
Cn fixc comme dans la démonstration de la proposition un représentant p dans
m(2). Soient U < G I'ensemble m(A)-conégligeable et H lc X,-fibré hilbertien
obtenus. On identifie # a L*G'", u; H). Comme les opérateurs M(/)cu h e C (G®)
sont diagonaux, les opérateurs M(a) clit ae Cy(G'; A) sont décomposables.
D’aprés le lemme 4.5, H est aussi doté d’une action de 4. Pour montrer que les.
actions de Z|U et de A|U sur H sont compatibles, montons L en une représen-
tation Lo y de. C_(Z, 4, do), ol x est ’homomorphisme du lemme 3.3. En utilisant
une unité approchée pour C (G, Z, 4, 2), on voit que pour /1 dans C,(G; 4) et
pour ¢ dans C(2), on a

Lo y(hp) = M L(¢) ou ho(o) = her(o)p(o)

L~ y(@h) = Lip)M(h) ol ¢h(e) = ¢(o)oh < s(o).

Cela s’écrit encore

O Lty =\ <o) e roiplon - sae)
et
@ <& L 2oy = | 1) o@eth st D)

ol on a posé¢ dv = drdv,.
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Comme les combinaisons linéaires des hop, ou e C (G'V; 4) et ¢ € C (2)
sont denses dans C (Z; ZxA), la premicre égalité reste vraie pour tout f€ C (Z; ZxA):

LAy = S (& o r(o), flo)on ~ s(o)) d¥(a).

En 'appliquant a f = ¢/ et en comparant avec la deuxiéme égalité, on obtient
o[h+ s(o)n © s(6)} = oh ~s(o)on~>s(6) pour presque tout o.

En utilisant la séparabilité¢ de C.(G®; 4) et de H, on voit que V'ensemble des o
de Z tels que o(aé) = (ga)(o€) pour tout a € A, et tout £ € H,, contient une partie
conégligeable. Comme il est stable par multiplication, il contient, d’aprés Pargu-
ment déja utilisé, une réduction Z|U’ ou U’ est une partic de U p-conégligeable.
Quitte & réduire U, on supposera que ’égalité a lieu partout.

Pour montrer I'égalité & = y(t)é pour (f,&) € S*H, on utilise I'égalité (ii)
du lemme 3.3 qui donne

Loy(p=f) = MQ(o)L-3(f) pour ¢ € C(S) et fe C(Z;Zx*A).

En comparant les coefficients de ces deux opérateurs avec /' = Ay, ou h € C (G'; 4)
ety € C (), on obtient

(& o r(o), thor(a)anes(o)) = <& or(o), x(t)hor(o)on - s(o))

pour presque tout (¢, ) € S=Z. En faisant parcourir & &, et 4 des suites fonda-
mentales, on trouve un ensemble conégligeable W de X tel que pour tout o€ W,
presque tout ¢ € S, et tout (£, n,a) € Ho gy X Hyy X Ayqy on ait

<&, laon)y = K&, y(t)aon).

Comme la représentation de A4, dans H, . est non dégénérée, cela entraine que
¢ = y(t)¢ pour tout & € H,,,. Comme I’ensemble des 7 de Sy qui satisfont cette
relation est multiplicatif, on a en fait I'égalité pour tout 7 € Sy Il existe donc une
partie U’ de U u-conégligeable telle que Pégalité 1& = y(1)¢ ait lieu pour tout
(t,&)e S,xH, et tout we U'. On remplace U par U’. On a alors pour tout
feC(X; Z=A)

CE Loy = S(é‘ < (o), ftaYx(t)om » s(a)>dt dve() =

=S (& o 1(0), X))o o 5(0)pdve(&).
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Comme x est surjective, on a bien pour tout '€ C (Z/S; Z+A/S)
& Ly = S (& r(0), fi0Yom  5(0)> dny(3).

Pour la deuxiéme assertion, il ne reste plus qu’d montrer que si deux repré-
sentations (m, H) et (m', H') de (G, Z, A) ont des représentations intégrées L et
"L’ équivalentes, alors elles sont équivalentes. Considérons d’abord les représen-
tations M et M’ de C,(G) obtenues par passage aux multiplicateurs. Comme elles
sont équivalentes, on a m(A) = m’'(}), d’o /m = m’ d’apreés la proposition 2.2.
On choisit x dans m(1). On a donc une isométrie ¥V de LG, u, H) dans
LXGW, i, H') qui entrelace les représentations. Comme elle commute aux opé-
rateurs diagonaux, elle est décomposable. Considérons maintenant les représen-
tations M et M’ de C (G¥; A) obtenues par passage aux multiplicateurs. Comme
V les entrelace, il existe un ensemble u-conégligeable U; de G©® tel que pour tout
ue lU; on ait

Vw)M(a@) = M'(a)V(u) pour tout a € A,.

Considérons enfin les représentations L et L' de C (%, do) obtenues par passage
aux multiplicateurs. La relation VL(f) = L'(f)V pour fe€ C(2) devient

Sf(axc o 1(6), Vo r(@)L(o)n © 5(6)) dv(a) =

= Sf(oxé < r(0), L'(0)V o s(o) = 5(0)) dv(o).

On obtient donc que, peur presque tout g € %,
(Eor(o), Veor(a)Lioy - s(o)) =& r(o), L'(6)V o s(o)n o 5(6)>.

Sclon TI'argument maintenant familier, on en déduit Pexistence d’'un ensemble
U, pi-conégligeable tel que pour tout ¢ € Z|U;, on ait Vo r(a)L(c) = L'(6)V o s(c).
Avec U = U, n U,, on a bien un isomorphisme V de Hy sur H; qui entrelace
les actions.

REMARQUE 4.7. On a en fait montré une version plus forte du théoréme,
ol les hypothéses sont celles de la proposition 3. Il suffit d’avoir un sous-espace
dense 7, de 5 et une représentation de V'algébre C,(G, X, A4, 1) par des opéra-
teurs de 2#,, a priori non bornés, satisfaisant les conditions (a), (b) et (c), pour
obtenir la conclusion. -En particulier, cela s’applique a la représentation GNS
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construite 4 partir d’une forme linéaire positive et continue pour la topologie limite
inductive sur ’algébre involutive C,(G, Z, A4, 4).

COROLLAIRE 4.8. Toute représentation de C (G, Z, A, &) continue pour la topo-
logie limite inductive est bornée pour la norme L.

S. APPLICATION A L’EQUIVALENCE DE MORITA
DE CERTAINS PRODUITS CROISES

On ne considérera dans cette section que des systémes dynamiques (G, Z, A)
séparables, c’est-i-dire tels que X ait une base dénombrable d’ouverts et 4 soit
séparable, des représentations non-dégénérées dans des espaces hilbertiens sépa-
rables, et des fibrés d’espaces de Banach séparables.

Soit (G, X, A) un systéme dynamique muni d’un systtme de Haar A. La
C*-norme universelle de C (G, Z, 4, ) est définie par

I = sup’L(f)’, L représentation continue de C (G, Z, 4, A).

Draprés le corollaire 4.8, | f! est majoré par !f]}; . On s’assure que |If]| est nul scule-
ment si f est nul en construisant une famille de représentations fidéles, par exemple
des représentations induites & partir de représentations de A (voir [I18] ou [10]).
C’est donc une norme de C*-algébre. On note C*(G, X, 4, /) la C*-algébre obte-
nue par complétion. D'autre part, on définit sur la =-catégorie C (G, Z,A4) la
C*-norme universelle par, pour chaque couple de Z-espaces principaux avec
r-systeémes (X, x) et (Y, f) et f dans C (X+Y/SXZ; XxY+A/SXZ),

17, B)| = sup||L(a. £; B)I,

L représentation continue de la =-catégorie C (G, Z, A).

Pour les mémes raisons, ¢’est une norme de C*-catégorie (au sens de [11]).
On note C*(G, X, A) la C*-catégorie obtenue par complétion et C*¥(x, ) la com-
plétion de (a, f). Il résulte du théoréme de désintégration que toute représentation
continue de la x-algébre C (G, Z, 4, 1) se prolonge en une représentation continue
de la =-catégorie C (G, X, A). Par suite la norme de la C*-catégorie coincide avec
la norme de la C*-algébre C*(G, Z, 4, ). Dans la =-catégoric C (G, Z, 4), G
n’occupe pas de position privilégiée. En effet, on obtient la méme =-catégoric ¢n
partant du systéme dynamique (G, Z, 4) induit par le X-espace principal X:

I =X:X[E, G =XxX|SXZ et A = X+A[Z.

De plus, un systéme de Haar A sur G définit un r-systéme plein & sur X et C*(4, &)
est un bimodule d’équivalence pour les C*-algébres C*(G, Z, 4, 2) et C¥G, £, A, A).
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On va généraliser ce résultat en autorisant comme dans [2] ou [6] une équivalence
de Morita entre A et A. _
On peut élargir la =-catégorie C (G, ¥, A) de la maniére suivante:

DEFINITION 5.1. Etant donné un systéme dynamique (Z, 4), on dira qu'un
fibré & d'espaces de Banach au-dessus de I'espace X est un (Z. A)-C*-fibré si

i) X est un Z-espace (a4 gauche),

i) & est un Z-fibré (a gauche), c’est-a-dire qu’il est muni d’une action équi-
variante de X par des isométries,

iii) & est un fibré de C*-modules (a droite) sur 4, c’est-d-dire que chaque
fibré &, est un C*-module (a droite) sur A,(,y, I’action comme une application de
&xA dans & et le produit scalaire comme une application de &*& dans A étant
continus,

iv) les actions de X et de 4 sont compatibles, c’est-a-dire qu'on a

{op, oy = al@,¥> pour tout (o, p,¥) € T«
et

o(pa) = (ocp)(ea) pour tout (o, ¢, a) € ZxExA.

On remarque comme dans [2] que la deuxiéme condition résulte de la pre-
miére si I'image du produit scalaire est dense.

Si & et # sont deux fibrés de C*-modules sur A4, de bases respectives X et Y,
on peut former le fibré (&, %) au dessus de X=Y. [l a pour fibre I'espace de Banach
H(Ey, F,) des opérateurs compacts du C¥*-module #, dans le C*-module &,. Sa
topologie est la plus fine qui rzndz continue 'application de &*& dans #'(&£, F)
qui a (¢, ¥) associe 'opérateur de rang fini 0, , ou 0, ,({) = @y, {>.

Si (G, 2, A) est un systéme dynamique et si & et & sont deux (Z, 4)-C*-
-fibrés, on définit une action équivariante de SX X sur.#(&, %) par

(s, )T () = s6Tlo W pyx(s))

o Te A(E.,F,), (5,0) € Sx2, et pe F,,.

Les objets de la nouvelle =-catégorie consisteront des triplets (X, o, &) ou X
est un Z-espace principal, o un r-systéme sur X et & un (2, A)-C*-fibré au-dessus
de X.

Les fléches entre les objets (X, x, &) et (V, ff, #) seront des élémenis
Fe C(XxY[SX Z; #(£, F)|S XZ), quon notera aussi (x,f, /). Ce sont des
fonctions ‘‘continues a support compact modulo SX2' définies sur X*Y a
valeurs dans #'(&, F) telles que

i) f(x, ) € H(E. F,)

i) flox, ay) = af(x, y)o ™!

iit) flsx, V)¢ = sf(x, y)px(s).
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Etant donnés trois objets (X, 2, &), (Y, B, F), (Z, 7, ¥) et deux fléches
JE€C(XaY[SXE, H (6, F)SXE), geC(Y:Z|SXZ; #(F, %S X2)
on compose f'et g selon la méme régle que dans la section 3:

(0. 1. B)B, g, 7) = (@.f587)

ou

o806, 7) = Sf(x, Ve, BG).

Ici fix.¥)g(r.z) est le composé des opérateurs f(x,») et g(y,z). On vérific
comme dans le lemme 3.1 que f=,; g est bien défini et appartient 3 C(X+Z/SX Z;
H(E, G)SXZ).

L’involution est définie comme précédemment par

[*, x) = flx. 9.

La propriété cruciale pour nous est que toute représentation (m, H) du
systtme dynamique (G, £, A) peut encore étre intégrée pour donner une repré-
sentation de cette =-catégorie. On procéde comme dans 3.5. On associe 2 (X, z, &)
I'espace de Hilbert H(x) = L(X/Z; & ® 4 H/Z; m(®)). Tci & ® 4 H dénote le produit
tensoriel sur A de & et de H. C’est le fibré hilbertien sur X dont la fibre au-dessus
de x est le complété séparé de &,® H ., pour le produit scalaire

{p®&, Y@n> = (&, L@, Yon).

Sa structure mesurable est définie par les sections P& ol ¢ € C(X: &) et £ est
une section mesurable du fibré H. Il est muni de ’action équivariante de ¥ par des
isométries:

o(p®%) = cp®at.
En outre #'(&4. F) opére de # ®, H dans & ® 4 H selon la formule 4
Tle®%) = To®<.

Etant donnés (X, z, &). (Y, B, F) et fe C(X+Y/SXZ; H (&, F)SXZ), on définit
Iopérateur L(z, f, B) de H(B) dans H(x) par '

&V L £, BllvS = S ) e MOV PG -9 .7

pour EVﬁe H() et ;;VTTE H(B).
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:D’aprés le théoréme de désintégration, toute représentation continue de cette
x-catégorie est obtenue ainsi. Par suite la C*-norme universelle de cette =-catégorie
coincide avec la norme de la C*-algébre C*(G, £, 4, 1). Il en resulte les deux résul-
tats ‘suivants.

‘ COROLLAIRE 5.2. Soit (G, X, A) un systéme dynamique avec sysiéme de Haar
2. Tout triplet (X, «, &) consistant d’un Z-espace principal X, d’un r-systéme o sur
X et d’un (2, A)-C*-fibré & au-dessus de X définit un C*-module sur la C*-algébre
C*G, Z, 4, A).

Explicitons ce C*-module en partant d’un fibré & de C*-modules & gauche
sur A. On note &* le fibré de C*-modules & droite correspondant. On identifie
ZxX/Z A X en envoyant (o, x) sur ¢”'x et #(ZxA4, §%)/Z 4 §. Le C*module
est la complétion de C_(X/S; &/S) dont les éléments sont des sections ¢ “‘continues
a support compact modulo S’ telles que

@(sx) = s((s™Dp(x))  pour (s, x) € S+X.

La structure de module est donnée par

fo) =\ f@)ope™14&)  pour /€ C.(2S; Za4)S).

_Le produit scalaire est donné par
(P, ¥>(0) = S(w(x), oY(c™2x)) da(x) pour @, € C(X/S; &/S).

Le corollaire et sa démonstration restent valides si on suppose seulement
que X est un X-espace. propre.

DEFINITION 5.3. On dira que deux systémes dynamiques (G, X, A) et (G, Z, 4)
sont équivalents s’il existe un espace X et un fibré & d’espaces de Banach au-dessus
de X tels que ‘

1) X est une équivalence (voir [15]) de X et X compatible avec les extensions,
c'est-d-dire telle que SX = XS,

ii) & est (%, A)-C*fibré & gauche et un (X, A)-C*-fibré a droite tel que les
actions a gauche et a droite commutent,

_1ii) pour tout x € X, &, est un blmodule d’équivalence de A4, et A -

. On appellera equwalence des systémes dynamiques (G, 2, 4) et (G, Z, A)
un tel fibré (&, X).

. COROLLARE 5.4. Toute équivalence (&, X)'des systémes dynamiques (G, £, A)
et (G Z, A) définit un bimodule d’équivalence des C*-algébres C¥*(G, X, A, }) et
C*((G, 2, A, A), ott A et A sont des systémes de Haar de G et de G respectivement.



96 JEAN RENAULY

Preuve. Les deux algébres font partie de la =-catégorie qu'on vient de décrire.
En effet, en notant par &% le fibré de C*-modules 4 droite sur 4 correspondant
au fibré de C*-modules & gauche &, on remarque que C(Z/S; Z*A/S) s’identific
A C(X*X[/SXZ: 4 (&*, &%)/SxZ). L’identification de ¥ a XX/ est décrite
dans [15]. En utilisant la condition (i) de la définition 5.3, on identific G = Z/S 4
X+X[SxZ. L'isomorphisme des fibrés XxA et # (5% 6%)/Z est le suivant: &
T e (5%, &%) on associc (g,a)e€ x4, ol @ = (x,)) et @€ Ay, = H (6%, 6F)
est défini par a(¢¥) = T(&*o) pour &% € £F. En outre le systéme de Haar 4 de G
définit un r-systéme plein o sur X/S, tel que pour tout x € X et pour tout
feC.(X]S),

S_f(mdwm(y) - S./ct_mda“’“(_h.

On vérifie alors que [I'identification de C,(G, X, A, 2) et de C(XxX/SXZI;
H(E*,6%)SXE) est un isomorphisme de =-algébres. Le bimodule C (Z+X/SXZ;
H(ZxA, E%)SXE) = C(X]S: &/S) vérifie toutes les conditions requises pour
€tre une équivalence, & I'exception peut-étre de la densité des images des produits
scalaires. La situation étant symétrique, il suffit d’étudier le produit scalaire a
valeurs dans C,(G, X, A, A). Plutdt que de généraliser le lemme 3.2, on va montrer
que toute représentation (m, H) nulle sur I'image du produit scalaire est nulle.
Pour tout f'e C(XiS; &'S), Uopérateur L(4, f, 2) est nul. Soient (&) et (¢,) des
suites fondamentales pour H et &. En explicitant |équation (&, L(Z,f,o0n)> =0
on peut obtenir un ensemble conégligeable V' de X tel que pour tout x € V

CEp 7 (x6), {Pu(X)y @ (x)E; - r(x)) =0

pour tous /, j, m et n. Comme le produit scalaire de 6, X &, dans 4,,, a une image
dense, on obtient pour tout a € 4

(& r(x), ag () =0,

Comme la représentation de A, dans H,,, est non dégénérée, cela entraine que
H,., = 0. On obtient ainsi que H, est nul sur un ensemble conégligeable, et par
conséquent la représentation (2, H) est nulle.

REMARQUE 5.3. 1) La construction des C*-modules décrite dans le corollaire
5.2 est bien connue, du moins dans le cadre des C*-algébres associées aux feuille-
tages (voir par exemple [S] ou [12]).

il) Nous renvoyons le lecteur a [15] dans ie cas des groupoides et a [2] et &
[6] dans e cas des produits croisés par un groupe pour des exemples de systémes
dynamiques équivalents.
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