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RESOLVANT GENERALISE ET THEORIE SPECTRALE

MOSTAFA MBEKHTA

INTRODUCTION

Ce travail est la suite naturelle des précédents travaux [16], [17, § 2] d’une
part, et d’autre part il destiné a fournir les démonstrations des résultats annoncés
dans [19].

Ilest bien connu que si A estun opérateur fermé de domaine D(A4) et d’image
R(A4) dans un Hilbert A, alors:

§)) : 4 € p(A) < (A4 — AI) est inversible,
ol encore
) j. € p(A) <> N(A — iI) = {0} et R(4 — Al) = H,

ou p(A4) et N(4 — AI), désignent respectivement 'ensemble résolvant de A et le
noyau de A — 1. Notons que R(4, 1) = (4 — A1)~ Dopérateur résolvant (ou la
résolvante) de A au point 1 est analytique dans 'ouvert p(4).

Par ailleurs F. V. Atkinson, [4] a developpé la notion d’inverse relatif (ou
inverse généralisé); voir aussi [2], [3], {5], [20] (dans ce dernier on trouve une im-
portante bibliographie, ainsi que certaines applications de Vinverse généralisé dans
d’autres domaines). Ceci nous améne a définir ’opérateur résolvant généralisé.

Soit % une partie de C, on dira que 4 admet un opérateur résolvant
généralisé Rg(A,2) dans % si V2 e, Rg(d,2) est un opérateur borné de H
dans D(4) tel que:

(4 — ADRg(A, IY(A — i) = (4 — 2I)
Rg(A, 2)(A — /DRg(4, /) = Rg(A, 7).

1l est clair que la notion d’inverse joue un rdle essentiel dans la théorie spectrale.
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D’ot1 la question qui nous motive:

Peut-on élaborer une théorie spectrale généralisée, o la notion d'inverse est
remplacée par celle d’inverse généralisé?

Une premiére idée, est de remplacer brutalement la condition “A — Al
inversible’’ par la condition “A admet un résolvant généralisé en ;. Donc par
définition:

) /. € p(A) = A admet un résolvant généralisé en ;.
Ce qui est équivalent (dans un Hilbert) a:
2" . € p(A) < R(A4 — ) fermé dans H.

On trouve cette définition (sous la forme (2')) dans Goldberg, [11, Définition V1.7.1}-

Remarquons quelques inconvénients de cette définition.

Notons d'abord o(A) = C\p(4).

(i) o(A) peut-étre vide, méme si 4 est borné. Par exemple A4 = 0.

(ii) o(4) peut nc pas étre fermé. Car il existe (voir [6]) un opérateur A4 avec
image fermée et tel que si 0 < |A] < 1 alors R(4 — /I) n’est pas fermé.

(iii) Le théoréme de 'application spectrale n’est pas vérifié pour o (A). Par
exemple: soit le polyndme P(}) = 22, H = £* et A définit par

A(a\‘l,-\'z, --') = (0’*\.1) 0’3.3"0,,"}‘}:)_, e )
3 S

Alors R(A) n'est pas fermé par contre A = 0 a une image fermée. Donc
0 ¢ 6 (P(A)) et 0 € P(c(4)) ou encore P(o,(A)) & o (P(A)).

Il existe T (voir [6]) tel que T a une image fermée et 7 n’a pas d’image
fermée.

Donc 0 € 6 (P(T)) et 0 ¢ P(c(T)) ou encore o (P(T)) & P(o(A)).

(iv) a,(A4) n’est pas stable si on perturbe 4 par des opérateurs nilpotents
commutant avec A. Exemple 4 = 0 et N 'opérateur nilpotent défini dans (iii).

Alors 0 e 6(4 + N) par contre 0 ¢ o (A). '

Une deuxiéme idée (celle que nous adoptons ici) est de prendre en considé-
ration D'analyticité de R(4, 4). Nous appelons ensemble résolvant généralisé (ou
ensemble régulier) de A, quon note reg(4), I'ouvert de C défini par:

/. ereglAd) « 4 admet un résolvant généralisé analytique
dans un voisinage # de A.

1)
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'Le théoréme 2.6 de [I7] montre que:

/. €reg(A) « R(A4 — AI) est fermé et
@
Vn =0, N(A— iy < R(4A — ).

Notons a,(A4) = C\reg(A4) le spectre généralisé de A, qui est fermé comme
complémentaire d'un ouvert (reg(A4)) dans C.

Dans le paragraphe 1 on trouve un rappel de résultats sur reg(4), notamment
celui-ci

“reg(A) = p(4) si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée:

(a) dim(H) < co;

(b) A est décomposable (classe d’opérateurs qui contient, les normaux, les
spectraux et les compacts cf. [7], [23]).

Le paragraphe 2 est consacré 4 1’étude de l'ensemble résolvant généralisé
(reg(A4)); le théoréme 2.1 en donne plusieurs caractérisations. Le corollaire 2.2
montre que o,(A4) contient la frontiére du spectre de A (a(A4)); ceci implique d’une
part que si A est borné alors le spectre généralisé de A est non vide et d’autre part
que si A est fermé tel que o,(4) est au plus dénombrable alors o(A4) est égale a
6,(4); donc g(4) est aussi au plus dénombrable (voir Je corollaire 2.5). Nous remar-
quons que la différence entre o, (4) et o,(4) (définit plus haut) est au plus dénom-
brable; d’ou on en déduit que si o (4) est dénombrable alors a(4) = o,(4).

Par ailleurs, nous obtenons des résultats analogues a la théorie spectrale
classique, notamment sur certaines perturbations de 6,(4) (voir le théoréme 4.6).
Et nous montrons que si A est borné et si on le perturbe par un opérateur quasi-
-nilpotent commutant avec A alors le spectre généralisé de A reste stable (cf. le
théoréme 4.8).

Nous montrons aussi que le théoréme de Papplication spectrale reste vrai;
plus précisément:

— si A est fermé avec p(A4) # @ et P un polyndme dans C alors

P(o(4)) = o (P(4).
— si A est borné et f une fonction analytique au voisinage o(4) alors
flo (4)) = o ,(f(A)).
Finalement, notons c(4) la conorme de A, définie par:
o(A) = inf{||Au|| ; u € D(A) n N(A)* et Jlulj = 1}  (cf. [11], [13]).

Le corollaire 2.4 implique que 6,(4) = {2 € C ;limc(4 — pul) = 0} = 0,(A),
-4

partie de C associée a A étudié par Apostol [1].
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En général lim [c(4")]*" n’existe pas (voir [1], [9]). Cependant nous montrons

que:
— si A ¢ 0 (4) alors lim[c(4 — Z2I)'" = d(2, 0 (A))

00
ol d(4,0(A)) est la distance de 2 a o, (4) (voir le théoreme 3.1).
Dans le cas ot 4 — Al est guasi-Fredholm (classe d’opérateurs qui contient
comme cas particulier les semi-Fredhiolm [14]), on montre que

lim [c(4 — AI'" = d(7, o (A)\{/}).

n—oo .
Ce résultat est une généralisation de [9, Corollary 6]. Le paragraphe 3 est consacré
a Ja démonstration de ces derniers résultats.

La derniére partie de ce travail, le paragraphe 6, contient essenticllement les
deux résultats suivants: Si on note Reg(H) = {4 borné ; 0 € reg(4)} alors Reg(H)
est une réunion dénombrable de fermés et son intérieur est égal a I’ensemble des
opérateurs qui sont soit surjectifs soit injectifs a image fermée (cf. le corollaire 6.4
et le théoréme 6.5). Nous concluons que Reg(H) est dense dans H.

Je profite de cette introduction pour remercier M. Akkar et J. P. Labrousse
pour tous les conseils et discutions fructueux qui m'ont permi d’éiaborer ce
travail.

1. PRELIMINAIRES

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur fermé de domaine D{4) < H.
Notons N(A4), 6(4) et p(4) respectivement le noyau, le spectre et Vensemble
résolvant de A.  Par B(H) nous notons P’ensemble de tous les opérateurs bornés
dans H.

c(4) désigne la conorime de A, définie par

o(A) := inf{||duf ; u e DA N N(A* et )| = 1}

(c(4) = 0o < A = 0).

ProrosITION 1.1. (cf. [11]; [13]). Si A est fermé, alors:

(1) R(A) fermé <= c(4) > 0.

(2) Si D(A) est dense dans H alors c(4) = c(A4%).

DEFINITION 1.2, Soit % une partie de C, on dira que 4 admet un opérateur
résolvant généralisé Rg(A,2) dans % si V /. € %, Rg(A, })estun opérateur borné
de H dans D(A) tel que

(A — iDRg(A, 2)(A — ) = (4 — 2T)

Rg(4, 7)(4 — 2I)Rg(4, 7) = Re(4, 7).
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REMARQUES. (1) Rg(4, 2) est appelé résolvant généralisé (ou inverse géné-
ralisé [4], [20]) de A4 au point A. En général, Rg(A4, 2) n'est pas unique. Si toutefois
4 € p(A4) alors Rg(A, )) = (A — AI)~! Popérateur résolvant habituel.

(2) Si on note P, = (4 — /1)Rg(A, 7) et O, = Rg(4, 7)(4 -- 72I), alors P,l
et O, sont des projections telles que R(P;) = R{(A -- 2I) et N(Q,) = N(4 — I).

DEFINITION 1.3, Soit 4 un opérateur fermé. Notons reg(A4) I'ensemble résolvant

généralisé (ou Uensemble régulier) de A défini par:

reg(A) = {. € C; A admette un résolvant généralisé analvtique
dans un voisinage ¥ de 4}.
0, (4) = C\reg(A) scra appelé le spectre généralisé de A.

REMARQUES. (1) reg(A) est ouvert dans C.
(2) p(A4) € reg(4) = p(A) U o (4) U, (4) ol ¢ (A)et g, (A) sont respective-
ment le spectre résiduel et le spectre ponctuel de A.

DEFINITION 1.4, Soit A4 un opérateur fermé, alors 4 est dit régulier si R(A)
fermé et Vn = 0 N(4®) < R(A).

ExeMPLES. (1) A4 inversible a4 droite ou inversible a gauche.

(2) A est un opérateur de Goldman-Krashkowsky [12].

(3) A est un opérateur de Kato (cf. [13]) c’est-a-dire tel que vw(4;[) =
(notation de Kato) et que R(4) fermé. Alors v(4; 1) = oo < ¥V 1 > 0,N(4") < R(A).

(4) A est un opérateur de Saphar (cf. [22]), C’est-a-dire en utilisant les termes
de Saphar, tel que A soit parfait et régulier.

(5) A est un opérateur de Labrousse (cf. [14]), c'est-a-dire en utilisant les
notations de Labrousse A € q®(0) (A est gquasi-Fredholm de degré zéro).

THEOREME 1.5. (cf. [16]; [17]). Soit A un opérateur fermé, alors:
(i) 2 ereg(d) < A — /I est régulier;

(it) si D(A) est dense dans H alors
reg(4*) = reg(4),;

(iii) reg(A4) = p(A) si 'une des conditions suivantes est vérifiée:

(a) dim H < oo,
(b) A est décomposable.

COROLLARE 1.6. Si A est décomposable et semi-Fredholm, alors A est
Fredholm.
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Démonstration. A semi-Fredholm = 3% voisinage de zéro tel que
V. e UN{0}, A — 2I est régulier (voir {14], Proposition 4.3.1a)). D’aprés le
théoréme 1.5(iii), on en déduit que A — [ est inversible V /i € #\[0} et par la
continuité de V'indice, on conclut que A est Fredholm.

ProPOSITION 1.7. Soit A € B(H) régulicr, alors les deux conditions suivantes

Sont équivalentes :
- (a) 3 B € B(H) résolvant généralisé de A en zéro commutant avec A;

(b) A est inversible.

Démonstration. (a) = (b): Soit v € H alors u = (I — BA)u + BAu = (I —
— BA + ABu or (I — BA)u € N(A4) < R(A) et ABu € R(4) donc H< R(4)= A4
est surjectif. Par symétric avec I’adjoint, on en déduit que R(4*) = H = N(4) = {0}
donc A est inversible.

(b) = (a): on prend B = AL

DEFNITION 1.8. (cf. [22]). Soit A un opérateur fermé; on appelle coeur de A,
qu’on note Co(A4), le plus grand sous-espace M de H tel que A(M nD(A4)) = M.

ProrosITION 1.9. (cf. [16], [17]). Soit A un opérateur fermé, alors on a:
(a) A régulier => Co(A) = (M R(A") est fermé dans H;

ns>0
(b) Si {;} est une suite de points tous distincts de la composante connexe de

reg(A) contenant zéro et convergent vers zéro, alors Co(4) = (Y R(4 — X;I);
j>0
(c) Si A est régulier avec D(A) dense dans H alors
Hy(A)* = Co(4¥)
ou
Hy(A) = {u € D®(A); lim [|A"u{*" = 0},
(d) Si A eot régulier alors Hy(A) = ) N(4") < Co(4),
n>»0

(c) Si A est régulier et Hy(A) est fermé, alors Hy(A) = {0}
(f) Sionnote Reg(H) I'ensemble des opérateurs réguliers et QN lensemble des
opérateurs quasi-nilpotents, alors:

Reg(H)ngN = 0.
Si M est un sous-espace fermé de H, notons P, la projection orthogonale

sur M.

ProecsiTiON 1.10. Soient M, N deux sous-espaces fermés de H et P, Q
deux projections quelconques sur M et N respectivement, alors:

Py — Pyll < [P — QL.
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Démonstration. Ona PPy, = Py, Py P = Pet QPy = Py, PyQ = Q d’ou

(I"‘P)(PM_PN)=PPN_PN=(P“Q)PN,
(PM_PN)P=P—PNP=([_PN)(P_Q)y

et par conséquent, P*(Py, — Py) = (P* — Q%) — Py).
Soit maintenant v € H, alors:

bl + 1P — Pl = {lui® — (Pu, P¥u) — (P*u, Pu) + |[Pul® + [IP*ul}* =
= |ull* — (Pu, u) — (u, Puy + {Puil* + ||P*u|?* =
= [({ — Pul® + [[P*uj?.
Donc si u = (Pyy — Py)v, v quelconque de H on a:
[Py — Pu)OI? + [I(P — P*)(Py — Py)v]® =
= (P — Q)Pyv|P + [I(P* — QI — Pyrjf <
< 1P — QIF(liLyol® + {1 — Py)i®) =
= [P — Qifllv}?

d'ou ||Pyy — Pyl < 1P — QI %

COROLLAIRE 1.11. Soit A un opérateur fermé. Alors
(@) L’application .~ Pxi-;1y est continue de reg(A) dans B(H);
(b) L’application ). — Preq— 1, est continue de reg(A) dans B(H).

Démonstration. (a) Soit u ereg(A), reg(A) étant ouvert, alors il existe ¥
voisinage de p dans C tel que V . €%, / ereg(4). D’aprés la remarque (2) qui
suit la définition 1.2, on aV 1 € %, I — @, est une projection sur N(4 — /I). De la
proposition précédente on en déduit que si 4 €% alors

[?PN(A—).I) - PN(A";(’) H < [1(1——' QA) - (1 - Q[L ” = “Q;L - Q):i

De cette inégalité et du fait que Q, est analytique dans reg(4), on en déduit (a).

Pour démontrer (b) il suffit de remplacer (I — Q,) par P, dans la démonstra-
tion de (a) et remarquer que P, est une projection sur R(4 — 47), analytique dans
reg(A4). 7
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2. CARACTERISATIONS DU SPECTRE GENERALISE

Soit G = C et {M,}, . est une famille de sous-espaces de H (indexée par G
\Ms5e6 P p
alors cl.m.{M;},e; désigne P’adhérence du sous-espace engendré par {M,}, <.

THEOREME 2.1. Soit A un opérateur fermé et 7y € C. Alors les assertions suivaites
sont equivalentes :

(1) 74 € reg(A).

(Y R(4A — 7,I) fermé dans H et Iapplication 7.+ Co(A — 1) est constante
dans un voisinage de 7.

(I R(4 — A,0) fermé dans Het3 /. # 2qtel que Co{d — 21) = Co(A — /,]I).

(IV) R(A — Z,I) fermé dans H et application /. => P4 ;1 est continue cn 7.

(V) R(A — 701) fermé dans H et Iapplication /. — Py ;1) est continue en 7.,.

(V1) R(A — 20) fermé dans H et Uapplication /. — c(A — 4I) est continue e 7.

(VI lim (4 — AI) > 0.

Ao
0

(V) 7, e U R(®B) ot R(y) est lensemble dérivé de R(y) = {/ € C ;c(A —
¥=>0
— ) =y} (cf. [15]).
(IX) A — 2] € q® (cf. [14]) et N(4 — 75I) < clm.{N(4 — /’.I)};,_,{,;“.
(X) A — 2l PO (cf. [I8]) et (M Co(A — /1) = Co(d — /yl).

sereg(A)

La démonstration du théoréme 2.1 sera décomposée en plusieurs propositions
qui vont suivre. Mais tout d’abord quelques corollaires.

COROLLAIRE 2.2. Soit A un opérateur fermé et Co(A) dénote la frontiére
de a(A). Alors:

d6(4) € o (4).

Démonstration. Montrons que Ca(A4) N reg(4) = O, pour cela soit u € a(A4)
™ reg(A), d’aprés le théoréme 2.1 (V) et (IV) on a, d’une part

PN(A-;,I) = lim PN(A_;J) =0 = N(A _— ;l[) = {0}
2=
269&)
Et d’autre part:
PR(A—#I) = Jim PR(A_.)J) =] = R(A — /II) = H.

i=p
rep(d)

Donc u € p(4) d’ott la contradiction car é6(4) S o(4). %

COROLLAIRE 2.3. Soit A un opérateur fermé a domaine dense dans H et G
une composante connexe de reg(A). Alors:

Gnp(d) # T = G < pA).
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Démonstration. Soit . € Gn p(4), on a en particulier 4 — Al est surjectif
donc Co(A — il) = H, d’aprés le théoréme 2.1 (II) on en déduit que Vi €G
Co(A — Al) = H donc V A €G, A — M est surjectif. Par symétrie avec I’adjoint

(le théoréme 1.5 (ii)), on en déduit que V 4 € G, A% -- i1 est surjectif donc V 2 € G,
N(A -- 2I) = {0} par conséquent G = p(4). %

COROLLAIRE 2.4. Soit A un opérateur fermé, alors

o(A4) = {p €C;limc(4 — il) = 0}.

i=p

Démonstration. Se déduit du théoréme 2.1 (VII) et du fait que lim c(4 — i)
A=p

existe toujours, voir le lemme qui suit.

LeMME. Soit A un opérateur fermé. Alors ¥ p € C, lim (A4 — AI) existe.
A-u

Démonstration. St i € | R(y)" alors le théoréme 2.1 (VI) implique que ’appli

v>0
cation A+ c(4 — Al) est continue en u. Donc lim ¢(4 — AI) existe.
Aop
Supposons que ¢ {_J R(y)’ et montrons que limc(4 — 2I) = 0. En effet
>0 A
supposons le contraire ¢’est-a-dire3 ¢ >0 VI >0 3. eC telque0 < |4 — i < §
et c(4 — Al) > e ceci implique qu’il existe une suite (4;) € R(g) convergente vers p,
ou encore u € R(g)’ ce qui contredit le fait que p ¢ {_J R(y)". %
>0

REMARQUE. Le corollaire précédent montre que o (4) = 0,(4) partie de C
étudié par Apostol (cf. [1]).

COROLLAIRE 2.5. Soit A un opérateur fermé tel que p(A) # O alors
o (A) est au plus dénombrable = a(A) = o (4).

Démonstration. o (A) dénombrable = reg(4) est connexe, d’autre part p(A) #
# 0 = a(4) # C. Le Corollaire 2.3 implique que reg(4) = p(4) d’ot1 6(4) = 0,(A4).

COROLLAIRE 2.6. ¥V y > 0, 6 ,(4) N R(y) ne posséde aucun_point d’accumula-
tion. (En particulier si c’est un ensemble borné il est fini.)

Démonstration. Soit 4y un point d’accumulation de ¢,(4) n R(y). Alors il existe
une suite {1,} d’élément de o,(4) n R(y) convergente vers /,; donc 4, € R(y)’ par
le théoréme 2.1 (VIII) on en déduit que 4, ¢ 0,(4) ce qui contredit le fait que g ,(4)
est fermé. %
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COROLLAIRL 2.7. Soit p(A) = {J. € C; R(A — 2I) est fermé} (voir Goldberg
(11, Définition VI1.1]). Alors o (A) n p(A) est au plus aénombrable.

Démonstration. 1 suffit de remarquer que p(A) = | R(1/n) et par conséquent
nzl

que o,(A4) n p(A4) = ) g (4) n R(1/n) donc c’est une réunion dénombrable d’ensemb-
n>1
les qui sont au plus dénombrables d’aprés le corollaire précédent. %

REMARQUE. Le corollaire précédent montre que og(A)\ar(A) cst un ensemble
au plus dénombrable. Ou o(A4) = C\p.(4) (le complément de p(A4) dans C).

COROLLAIRE 2.8. Soit A un opérateur fermé avec p(A) # O alors

o(A) est dénombrable = o (A) = 6(A) est dénombrable.

Démonstration. En effct 0(4) € ¢,(4) implique que o (4) = g(4) Uo,(4d)n
2 plA).

Or o (A4) npA) est dénombrable d’aprés le corollaire 2.7 et comme par
hypothése a(A) est dénombrable, on en déduit que 6,(4) est dénombrable et le
corollaire 2.5 permet de conclure que 0,(4) = 0(A4), d’oll 6(A) est dénombrable. ¥

COROLLAIRE 2.9,
(/. eC; A — I eqb(d) avec d > 1} < g,(A).

Démonstration. Se déduit du théoréme 2.1 (IX). 2
ProposiTION 2.10. (1), (1) et (111) du théoréme 2.1 sont équivalentes.

Démonstration. (1) == (11) voir [16, Proposition 1.4.3].

(I) = (I11) évident.

(IN) = (I) Remarquons que /4 # }g = (4 — AD(N(A — 741)) = N(A — A1)
ce qui implique N(4 — 2,]) € Co(4 — M) = Co(A — AI) donc N(A4A — 4,]) =
< Co(d — 2gl) S R(A —/78)) Vi =20 et d’aprés le théoréme 1.5(i) on en
déduit (I).

COROLLAIRE 2.11. Si D(A) est dense dans H, alors les conditions suivantes
sont equivalents:

(1) 7o € reg(4);

(11) R(A — A4l fermé dans H et I'application } — Hy(A — 71) est constante
dans un voisinage de 2,;

(I1) R(A — ZoI) fermé dans H et 3). # 2 tel que Hy(A — Jd) = Ho(A — Jyl).

Démonstration. (I) = (If} Se déduit de la proposition 1.9(c) et (II) du théo-
réme 2.1.
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(1) = (I11) évident.

(L) = () A # 29 = (A — 2D)(H(A — D)) = Hy(Ad — M) = Ho(A — ) =
< R(A — 2oI) qui est fermé par hypothése donc Hy(4 — AI) < R(A — 4l) et par
conséquent Hy(A — 25} = R(A — A,0) et donc Vn =0 N(A — LI)") <
S R(A — Zpl) d’oli le théoréme 1.5(i) permet de conclure que 24, € reg(4). )

ProposiTioN 2,12, (1), (V), (VD), (VII) et (VL) du théoréme 2.1 sont
équivalents.

Démonstration. (1) = (V) Voir le corollaire 1.11(a).

(V) = (VI) L’application A > P4-,1y €St continue en /o, implique 36 > 0
tel que |4 — 4] <0 = ||Pnea—an — PN(A_,-.OI)H <1 dou les opérateurs I —
— (PNa—sn — Pra-any €t 1= (PN(A—/‘.OI) — Pn4-11y) sont inversibles, par con-
séquent si | — 2y] < ¢ alors

H

() N(4 — 2I) + N(4 — 2,D)*

i

(2) N(A — 2o) + N(4 — D" = H.

Soit maintenant u € N(4 — J,))* n D(4) alors (2)=>u=v+w avec
v eN(A — 2D et w e N(4 — D).
Par ailleurs
€) ve=u—w= ot = ful® + il > fulP
(A — ZoDull = |[(4 — 2 Dell = (4 — (4 + 2 — DDu]] >
2 (4 — Do — 12 — g o)l 2

= (A — )|l — 12 — A4l lleil,

(3) implique d’une part, si |lu]] # 0 alors |[v]| # O et d’autre part 1/jlull > 1/|jv}]
donc

(4 — ZoDull _ |4 — ADul]

: > > (A — ) — ) — I
[ae] foll

par conséquent
(A — D) > (4 — ) — 17— 2
ou encore

e(A — M) — (A — igd) < i2 — Ay
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le méme raisonnement en utilisant (1), montre que
(A — 230y — (A — 1) € |2 — 7
d’ou
le{A — ) — c(d — 7gD)] < {4 — 4
donc finalement Ve >0 3o = min(d,¢); 21— Ay <a=jc(d — i) — c(4 —
— AD)| < &, ce qui établit (VI).

(VD) = (VII) évident.
(VII) = (VIII) posons ! = lim ¢(A — /1) > 0; par définition de la limite,

/'.-»).0
Ve>036>0; 2 —/2)<d=lc4d—A)—1] <g;
donc si € == /2, on en déduit que /, € R(J/2)" d’ou (VIII) est démontré.
(VIL) = (1) se déduit du théoréme [15] c) et du théoreme 1.5(i). %
PropositioN 2.13. (I) et (IV) du théoréme 2.1 sont équivalents.

Démonstration. (I) = (1V). Voir le corollaire 1.11(b).

(IV) = (I). Remarquons d’abord que 2 # Ag3=Vn >0 N4 — AI)' c
< R(A — ZI). En effet si u e N(4A — ioD)" alors (4 — A y'u =0=[(4 — ) +
+ (A — A)I"u = 0 donc

% (k ) (A — AYG — A ~%u = 0 = (A — Zoyu =

k=o\ 71
n k .k _
-—¥ )(A — A — 2y
k=1 n

donc si A # 4, alors u € R(4 — AI), donc
u = Pria-an¥ = (Prea-1 — Prea-1,0)4) + Prea-y it

par la continuité de A — Pgre4- 7y €n 4, et en faisant tendre 4 vers 4, on voit que
U = Prua-; = ue€ R(A —- ;1) donc N(A4A — A J)" < R(4 — A, I) et d’aprés
le théoréme 1.5(), on a 4, €reg(A). %

PROPOSITION 2.14. Soit A un opérateur fermé. Alors
reg(A) = {2€C; A — U eq® et N(4 — /1) = cl.m{NUA — uD};.,}-

REMARQUE. La proposition 2.14 montre que (I} et (1X) du théoréme 2.1 sont
équivalents.
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~Pour la définition des opérateurs guasi- Fredholm (qP) voir [14].

Démonstration. Le théoréme 1.5(i) implique que si Z € reg(4) alors A € q®(0).
'autre part le théoréme 2.1(V) implique que si 4 €reg(4) alors N(4 — AI) €
< clm (N4 — pD)} e

Montrons Uinclusion inverse: soit 2 € Ctelque A — Al € q(I) Alors Co(A — il
est fermé, donc ¢l m.{N(4 — ul)};x, S Co(4 — 2I) et par conséquent

N(A — il) € Co(A — AI) € R(A — JI)' N n =0,

7

ce qui implique que dis(4) = 0 donc 4 — il € qP(0) d’olt 7 € reg(4). : %

PROPOSITION 2.15. Soit A un opérateur fermé. Alors

reg(d) = {,€C;A— 2 ePh et (M Co(d— pul) = Co(Ad — iD)}.

neEreg(4)

REMARQUE. 1) Pour la définition des opérateurs pseudo-Fredholm (P®)
voir [18].

2) La prorosition précédente montre que (I) et (X) du théoréme 2.1 sont
équivalents.

Démonstration. <<=’ est évidente. Montrons I'inclusion inverse. Soit 2 € C
tel que A — Al € PO et (M, N) une décomposition de Kato généralisée (D.K.G.)
associée & A — il (cf. [18]). Supposons que /. ¢ reg(4) alors N # {0}. (4 — AN
étant quasi-nilpotent, on a ¥ p#.2, NeCo(Ad—pul)dou N () Co(d —ul) <

neres(A)
S Co(4 — /Iy < M, par conséquent N = {0} (car M n N = {0}), contradiction
donc 1 € reg(4). Z,

Proreesition 2.16. (cf. [1, Lemma 1.4]). Soit Ae B(H) alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(@) i € reg(4),

(b) R(A - pul) fermé et N(A — pI) = clmN(A — A1)}, 4,

(c) A admet une représentation de la forme

A=(A1 *)
0 A

ot Ay — ul est injectif et As — ul est surjectif.

DErmNiTION 2.17. (cf. [5]). Soit 4 € B(H), A est dit essentiellement normal
si AA® — A*A est compact.

PROPOSITION 2.18. Soit A € B(H), essentiellement normal, d’image fermée
dans H. Alors

dim(N(4) n R(4)) < co.

6 — 2609
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Démonstration. Tout d’abord, on a le lemme suivant, dont la démonstration
est classique.

LEMME. Soit A € B(H) alors on a:
(a) R(A) fermé dans H <> R(AA*) fermé dans H.
(b) N(A) = N(4*4) et N(4*) = N(44%).

Démonstration de la proposition 2.18. Supposons que N(4) n R(A) est de
dimension infinie, alors il existe une suite orthonormée u, € N(4) n R(4). A essenti-
ellement normal = AA* — A*A = K ou K est compact, u, € N(4) = Ku, = AA%u,.
{u,} étant bornée et K compact, on en déduit qu’il existe une sous-suite notée
encore u, tel que Ku, converge. D’aprés le lemme précédent, on a R(44*%) fermé
et u, € R(4) = N(4%)*; en appliquant la définition de la conorme de AA4*, on en
tire que u, converge donc est de Cauchy d’olt la contradiction et donc dim(N(4) n
N R(A4)) < oo. 2

7z

COROLLAIRE 2.19. Si A € B(H), essentiellement normal, alors
reg(4) € p(d) = {1 € C; A — /I est Fredholm}.

Démonstration. Se déduit de la proposition précédente et du fait que, si
s € reg(A), alors R(4 — 2I) est fermé et N(4 — i) € R(4 — /1), donc dimN(4 —
— AI) < oco. Par symétrie de Padjoint, on en déduit que dim N(4* — 1) < c0. A

COROLLAIRE 2.20. Si A € B(H), essentiellement normal et semi-Fredholm,
alors A est Fredholm.

Démonstration. A semi-Fredholm = 3 % voisinage de zéro dans C tel que
VA e%\{0} A — I est régulier, et comme A essentiellement normal = ¥ 1 € C,
A — A est essentiellement normal, on en déduit que’(le corollaire 2.19) V 7 € #\{0}.
A — 21 est Fredholm donc Ind(4 — 2I) < oo ¥V 2 € #\/0}, la continuité de I'indice
permet de conclure que A est Fredholm. %

3. SUR LE RAYON RESOLVANT GENERALISE

Dans ce paragraphe, on supposera que A4 est fermé et p(4) # @ de sorte
que, si P est un polyndme dans C, alors P(4) est un opérateur fermé (voir [8,
page 602]).

Si 2, € reg(A4), notons

A — 2oI) =sup{0 > 0;V2€C, |4 — ) <=2 ereg(4)}

0(4 — 2,I) est le rayon du plus grand disque de centre /o, contenu dans reg(4).
Ce nombre sera appelé le rayon résolvant généralisé de 2 (voir [10, Théoréme 3.5]).
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Notons aussi que 5(4 — AQ) = d(4,, 6 ,(4)) olt d()y, 0,(4)) est ]a distance
de 4, a o (4).

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 3.1. Soit A un opérateur fermé avec p(A) + D et 2y € reg(A) alors
lim [c(A — 2,D)'|V/* existe et on a

A-0

lim [e(A4 — 2,I) 1" = d(2y , 0 ,(A)).
n—-00
REMARQUES. (1) Ce théoréme est démontré dans [9] dans le cas des opéra-
teurs de Fredholm.
(2) Theorem 3.5 de [10] est un cas particulier du théoréme 3.1.
Pour la démonstration du théoréme 3.1 on aura besoin de quelques résultats
préliminaires et on supposera que 2, = 0.

LEMME 3.2. Soit A un opérateur fermé, 0 ereg(4) et ¢ = c(4) > 0. Alors

Vi.eC, |} <c=2ereg(d).

Démonstration. (cf. [14, Proposition 4.1.2a)]).

LeMME 3.3. Soit A un opérateur fermé et p(Ad) # O. Alors
0 ereg(d) = c(4A") = [c(A))* VYnxl

Démonstration. Par induction sur n. Pour n =1 c’est évident. Supposons
que C'est vrai & Pordre n. Soit u € D(4"+Y) n N(4"+Y)*; par ailleurs A fermé et
p(A) # O = A" est fermé donc N(A”) est fermé et par conséquent H = N(4") @
@ N(4A")* donc Au = u, + u, avec u; € N(4") et u, € N(A")*, Au € D(4") et
u; € D(4") impliquent que u, € D{4"). D’autre part 0 €reg(4) => A régulier =
= N(4") = R(4), donc Au = 1, + u, = u, € R(4) = 3 v, € D(4) N N(4)™" tel que
u, = Av, donc Au=u + Av,= A"t = A"+1p, = u — v, e N(4"*?) donc
Fw eN(A" ) tel que u— v, =w=>v, =u—w, or ulw donc ||vp]l2 = |lu|* +
+ wli* = |ju||>. Donc finalement

A"l = A5 A]| > (A7) A} > ) Ay >

2 [e(DY e(Dllesl] > [c(A))"+Hlul|
d’ol

X

47430l > [T+l done (4™ > [e(A)"+.

COROLLAIRE 3.4. Si A est régulier et p(A) # @ alors ¥V n > 0, R(A") est fermé.
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Démonstration. On utilise le lemme 3.3 et le fait que ¢(A") > 0 = R(4"
fermé (voir le proposition 1.1).

LremmMe 3.5. 7 ereg(A) alors o(A — 21) > ||Rg(4, 7)™

Démonstration. On supposera i = 0. Soit u € D(4) n N(4)™*, u # 0. Rg(4, 0)
étant le résolvant généralisé de A en 0, on a en particulier Rg(A4, 0)(H) & D(A) et
ARg{A4,0)Au = Au donc 1 — Rg(A, 0)Au € N(A) ce qui implique (/ — Pney)u —
— Rg(A4,0)Au] =0 donc u = (I — Pnwy)Re(4, 0)Au done

lull < I — Pl 1R&(A, 0); il Auli < {Rg(A, 0))] jiAujj
donc |,u, < Re(A, 0)ji jidull et par définition de la conorme on en déduit que
c(A)™* < {IRg(A4, 0)l et donc c¢(A) > |Rg(4, 0)] "L 3
Lemwme 3.6. Soit A un opérateur fermé, p(A) # © et k € N*. Alors:

A% — FFI régulier = A — 71 régulier.
Démonstration. Remarquons d’abord que

N(A — i) = N(A* — ¥y < R((A* - *1)")y < R((A — 71y")y ¥ n > 0.
Donc
N(A -~y s R{A — D) Yn=0.

Reste & montrer que R(A4 — AI) est fermé. Comme p(A4) # O, soit f € p(A)
et notons S = (4 — pI)~* € B(H).

AR - 05 = B(A — iI) avec By = KM 4+ T4 4+ L 4 AFTY
on peut écrire

B, =cy/+c,(Ad—BD+ ... + (4 — BDF1 ol ¢; €C;
d'olr
B, S*"t = ¢,S*-1 + ¢,8F"2 + ... + ¢,-1] € B(H).

Montrons maintenant que R(4 — AI) est fermé. Soit wu, € R(4 — /1) tel
que u, — u dans H. Comme u, € R(4— 1) et B, S*"' e B(H), on en déduit
d’une part que u, = (4 — Al)v, avec v, € D(4), et d’autre part B,.S* 7, =
= B, Sk"Y(4 — il)v, - B,S*"'u;or S commute avec A, donc B(4 — Al)S*~ ', =
= (A* — M])Sk 1y, — B, S*~u € R(A* — 2*I) (car R(A¥ — J*I) est fermé); donc
3 eD(4) tel que B.S* = (A% — v = B(A — ;Dr, donc B(S* 'y —
— (A — iDr) = 0, ce qui implique S* u — (4 -— i)y e N(B)) & N(A* — M)
< R(A — Al)donc S¥ 2 € R(A — Al)etfinalementu € R(A4 — 21). v
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ProPOSITION 3.7. Soit A fermé, p(4) # O. Alois les trois conditions suivantes
sont équivalentes: '
(a) A4 régulier, :
(b) V>0 A" régulier;
(€) 3k >0 rel que A" régulier.

Démonstration. (a) = (b) D’aprés le corollaire 3.4, on a V1> 0, R(4"
fermé; et d’autre part le lemme 2.4 de [17] implique que Vj = 0,V n > 0, N(4)) =
< R(A4"); d’ou (b).

(b) = (¢) ¢vident.

(¢) = (a) On utilise l]a méme démonstration que le lemme 3.6 avec 7 = 0.

Démonstration du théoréme 3.1. On supposera que /7, = 0. L’existence de
lim {¢(A"/", se déduit du lemme 3.3 (voir [21, Problem 98]), en plus on a

n-=00

lim [e(A")]M" = sup [e(A"/".
axl

n—=oo

Montrons que r(A4) = lim [c(A")}" £ 3(4).

n—-oo

Soit 4 € C tel que |2 < r(4); alors 3N e N tel que 1AV < c(4™). D’apreés
la proposition 3.7, A étant régulier, AV est régulier, ct ¢’aprés le lemme 3.2 on en
déduit que AN ~- iN] est régulier, d’olt A — A1 est régulier (voir le lemme 3.6), donc
si 14 < r(4) alors 7 ereg(4), par conséquent #(4) < 6(A).

Réciproquement, soit 4 = {4 € C ; 12} < d(4)} < reg(4) donc il existe Rg(4, 2)
analytique dans 4, résolvant généralisé de A, donc pour 2 €4 on a

. Rg(A: ;) = Z )"’Arz

nz0
avece
(1) {im A4, 7372 > 8(A).
Notons
) [ — Rg(A, 2)(A — ) = Y, i"Q,.
0

‘Par définition de Rg(4,2) on a (A — )T — Rg(4,2)(A — /D)) =0, donc
(A--20)Y, 720,=0,dou AQ, =0et AQ, = Q,_,, ce qui implique R(Q,)y = D(A4"+")

nz0

et A™1Q, = 0, d’autre part (2) implique Qp = I — Agd ¢t Q, = — A A+ A,
donc si u € D(A"*1) alors
3) Qo = u — Agdu et QA" = — A A" u + A,_A"u.

Montrors maintenant par induction que

V0 A"PA A = A" u i u e D(A"Y).



86 MOSTAFA MBEKHTA

Pourn =0 on a Qo = u — Aydu et comme AQuu = 0 on en déduit que Au =
= AAzAu. Supposons qu'on a A"A,_,A"u = A"u pour u € D(4"); soit maintenant
u e D(4"*Y), alors A"u € D(A4), par hypothése d’induction on a A"4,_A"u =
= A"y € D(A), ce qui implique A4,_,4"u € D(4"*Y); 3) = Q,A"u = — A,A" u +
+ A,_1A"u et comme Q,4"w et A,_,A"y sont dans D(4"*Y), on en déduit que

]

A A"y e D(A™Y). D autre part (2) et (3) impliquent
0 = A"1Q A" = — A"+ 4, A"+ 1y + A"FIA,_ A",
donc
APFLY ATy = AT, A = A(A"A,_ A") = A(A") = A"+,
d’olt
V20 A4 A = A"y sioue D(A"Y).

En remarquant que seule cette dernicre égalité intervient dans la démonstration du
lemme 3.5, on en déduit que c(A4*+Y) > |{4,]~* ceci et (1) impliquent

lim [e(A")M" > {lim JA"|"} 71 > 5(4)

n-+00 n—co

d’ott finalement

N

lim [c(A™]V" = 8(A).
S S
d(2,0(4))

Démonstration. Le lemme 3.3 = (4 — A)" > [c(4 — AD])* = [e(4 — A" >
> ¢(A — Al). D’autre part le lemme 3.5, implique [c(4 — AD)"}M" = |[Rg(4, )| ™*;
en passant a la limite quand » — co, et en appliquant le théoréme 3.1, on achéve
la démonstration du corollaire. 7

COROLLAIRE 3.8. Si A ¢ 0,(4) alors |Rg(4, D) >

COROLLAIRE 3.9. Soit A un opérateur fermé tel que A € q®@ (cf. [14]). Alors

lim c(A™\"* existe et est égale au rayon du plus grand disque centré en zéro qui
00

est inclus dans reg(A) u {0}.

Démonstration. Soit A € q®(d); si d =0 c'est a dire 4 régulier, alors on
applique le théoréme 3.1. Supposons maintenant que d > 1 et soit (M, N) une
décomposition de Kato de degré d associée & A. Posons Py et Py les projections
respectivement sur M et N, suivant la décomposition H = M @ N. Notons
Ay = AIM; N < N(49) implique que si n > d et u e D(4A") alors Pyu € D(A")
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d’une part et d’autre part A"y = AP, u. Donc si u € D(A") alors
I — Pyl = I — Py m)Prse + Pyu)ll = |[(7 — Py n))Prgutl} =
= ”(I_ PN(A )) M(I N(A"))PMVH < ”PM(I—PI\(A ))PMu“
< 1Bull 1T = Pygeyny) Puatl
Dot
(= Pyl < I = Py Prttl] < [Pyl I — Pogggm) Pagiel].

Maintenant si u € N(4")* n D(4") alors

famull = [|45Pyull > c(ADIT — Pym)Patll > c(ADIT — Py mull >

N4
)
= c(ADllull ot (A" = c(4D).

D’autre part
c(AMII — PN(AB'))PMZ"” < (APl (I — PN(A"))PM”“ <
< [Pyl 147 — Pyogmdull = |IPyll [[A5Pyutl] =

= ||Pyl |AS(I — Py o )Prgti]l.

N(4P)
Donc on en déduit
(4" < || Pylle(A0).
D’ou en appliquant (¥) on a
c(48) < o(A™) < [|Pyll e(AD).
Par conséquent

lim [e(AMH* = hrn [c(A")]l/"

n—=+c0

D’autre part reg(4,) == reg(4) U {0}; le théoréme 3.1 permet de conclure. %

REMARQUE. Remarquons que le corollaire 3.9 est une généralisation de
19, Corollary 6].
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4. PERTURBATIONS DU SPECTRE GENERALISE

DEFINITION 4.1, Soit 4 € B(H) est régulier, on dit que T € B(H) est A-
-régulier s’il existe M sous-espace fermé de A vérifiant:

(a) N(4) = M,

(b)y AM) =M,

(¢) T(M) = M.

REeMARQUES. (1) Si 4 € B(H), régulier et T € B(H) commute avec A alors T
est A-régulier. En effet posons M = Co(A) qui est fermé et conticnt N(4) (4 est
régulier) d’ou (a); par définition de Co{4) on a (b); reste & monirer (c),

A(T(Co(A4))) = T(A(Co(A))) = T(Co(A)) = T(Co(A)) = Co(A).

(2) Si 4 € B(H) est inversible & droite ou a gauche alors V T € B(H), T est
A-régulicr. En effet si A est inversible & droitc (respectivement & gauche) on poscra
M = H (respectivement M = {0}) et on vérifie facilement que V T € B(H), T est
A-régulier.

LemMmE 4.2, Soit- A € B(H), régulier et M un sous-espace fermé de H tels
que N(A) € M et A(M) = M. Alors

Hy(4) € M <= Co(4).

Démonstration. Montrons par induction que V i > 0, N(A") < M. n = ] est
vérifié par hypothése. Supposons que N(A") © M et soit w € N(4"+), donc
A e N(4A) € M = A"+Y(M) ce qui implique I v € M tel que A"y = A"*1e, donc
1t — Av € N(A") € M par hypothése d’induction, et comme Av € M on cn déduit
que u € M. Donc V n > 0, N(4") € M, par conséquent U N(a*) € M. La proro-

n>0
sition 1.9(e), permet de conclure fa premiére inclusion; la seconde inclusion se

déduit de la définition du Co(A4).
LemME 4.3. Soit A, T € B(H), A régulier. Alors

T est A-régulier si et seulement si T* est A*-régulier.

Démonstration. “‘seulemen si’’. Supposons que 7" est A-régulier, donc par
définition 3 M sous-espace fermé de H vérifiant (a), (b) et (c) de la Définition 4.1,

d’aprés le lemme 4.2, Hy(4) S M < Co(4) cc qui implique Co(4)" € M*<
< Hy(A)*. A régulier implique (voir la proposition 1.9(c)) Ho(4*) = Co(4)* et
Co(A*) = Hy(A)* donc

N(4¥) € Hy(4*) € M* < Co(4*), T(M)s M = T*(M*) S M*,
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Par ailleurs A*(M*) < M*, il reste & montrer que M* < A¥(M*); soit u e M* <
< Co(A4*) alors 3 v e Co(4*) tel que u =-A*p, montrons que v eM*. Soit
weM = A(M),donc 3w, € M tel que w = Aw,. (w, v) = (Awy, 1) = (W, A%v) =
= (w,u) =0 car ue M* et w, € M, donc v € M* d'olt A*(M") = M*. Donc
finalemént on a montré que N(4¥) € M™*, A*(M*) = M* et T*(M™") < M*>
c’est a dire T% est A%-régulier.

La réciproque s’obtient par symétrie avec I'adjoint. %

LEMME 4.4, Soit A € B(H), régulier et M sous-espace fermé de H tel que
N(A) € M et A(M) = M. Alors, il existe U voisinage de zéro ct Rg(A4, 2) résolvant
généralisé de A analytique dans U, vérifiant

Vie¥U Rgd,r2): M M.

Démonstration. Montrons d’abord que Rg(4.0) : M «— M (ou Rg(4,0) est
un résolvant généralisé quelconque de A en z€ro). Soit 1 e M = A(M) alors 3v e M
tel que © = Av donc

v — Rg(4,0u = v — Rg(4,0)Av = (I — Rg(4.0)A)e e N(A) = M

donc v — Rg(4,0u e M ct v € M, impliquent que Rg(4, O)u € M.

Vérifions que N(Rg(4, 0)M) = {0}. Soit u € M et Rg(A4,0)u = 0, avec les
notations précédentes on a v = v — Rg(4,0)4Av e N(4), d’oli v € N(4) et donc
u= Av = 0.

Soit maintenant % = {). € C ;17| < [[Rg(4,0);;"1}. Pour 2 €% posons:

Re(4, /) = Re(4, 0)(I — 7Rg(4, 0))~* = (I — iRe(4, 0))~'Rg(, 0).

Rg(4, 2) ainsi défini est un résolvant généralisé de A analytique dans % (voir
démonstration du théoré¢me 2.6 de [17]). En développant Rg(A4, 2) en séric de
Neumann et en utilisant le fait que Rg(4, 0): M — A7, on en déduit la preuve
du lemme. %

COROLLAIRE 4.5. Soit A, T € B(H); alors T est A-régulier = 3% voisinage
de zero tel que T est (A — 71)-régulier ¥ ). € .

Démonstration. On définit % ct Rg(A4, 2) pour 2 € %, comme dans le lemme
précédent. Par ailleurs, le théoréme 2.1 (I) et (11) impliquc que Co(4) = Co(4 — J1)
et Hy(A) = Hy(A — AI) pour tout /. dans la composante connexe dc reg(A) contenant
zéro. Puisque T est A-régulier, par définition il existe M sous-espace fermé de H
tel que N(4) € M, A(M) = M et T(M) < M. D'aprés le lemme 4.3 on a: Hy(Ad) ©
© M < Co(A), donc V2e¥ HyAd - Mc Co(A — /I), ce qui implique.
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V72.eU N4 — )< M, il reste 3 montrer (A — AD(M) =M. (A —DMYs M
étant évidente, il suffit de montrer que M < (4 — AD(M). Soitu € M < Co(4 — AI),
donc u = (4 — Al)v avec v € Co(4 — AI), donc Rg(4, Hu = Rg(4, A4 — M)
donc

(4 — JDRg(4, 2yt = (A — JD)Rg(A, 2)(4d — Mo = (A — Mo = u.

Dol Vu €M, u=(A — 7I)Rg(A4, Hu pour tout 1 €%, et comme Rg(4, (M) M
{(voir le lemme précédent), on en déduit que M < (4 — AI)(M). Donc finalement
Vie¥, NA—Dc M, (A—DM)=M et T(M)< M Cclest-a-dire que
VY 2ed T est (A— iD)-régulier.

THEOREME 4.6. Soit A € B(H), régulier. 1l existe 5 > 0 tel que si T € B(H)
avec ||T|| < 6 alors:

T est A-régulier = A — T est régulier.

Démonstration. Posons % = {) € C; |} < (1/2)|[Rg(4, 0)||"1} et Rg(4, 1)
pour A €% comme dans le lemme 4.4, Montrons que V 1 €%, |Rg(4, Dl <
< 2[Rg(4, 0.

Rg(4, ) = Rg(4, 0)(I — iRg(4,0))~* = Rg(4, )T — 1Rg(4,0)) =
= Rg(4, 0) = Rg(4, 1) — ARg(4, )Rg(4, 0) = Rg(4, 0).

D’aprés la définition de Rg(A4, 1) on voit que Rg(4, 1) commute avec Rg(4, 0),
d’ou
— Rg(4, 2) + ZRg(4,0)Rg(4, ) + Rg(4,0) =0

donc
Rg(4, i) = Rg(4, 0)(I + ARg(4, 1))
donc
IRg(4, DIl < IRg(4, 0)f| gb(lﬂl IRg(A, Ol < [IRg(4, 0)!1i§0(1/2)’
d’ou

IRg(4, Al < 2|IRg(4, 0)!!.

Posons & = (1/2)||Rg(4,0)l\". Soit maintenant T € B(H) avec ||T] < 6, alors
Y Ae, |[TRg(4, DIl <1 et [Rg(4, )T|| < 1; en effet

ITRe(4, Hll < T [Rg(4, 7) | < IITH-2Re(4, 0)ff < fiT[107 < L.

Done I — TRg(4, /) et I — Rg(A4, /)T sont inversibles V . € 4. Remarquons aussi
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que
Vied Reg(d, (I — TRgA, A)~1 = (I — Rg(d, HT)Reg(4, 7).

Pour vérifier cette égalité, il suffit de multiplier par (I — Rg(4, )T )et (I — TRg(4, 1))
respectivement & gauche et a droite de I'égalité.
Pour 2 €%, posons par définition:

Rg(d — T,2) = Rg(4, )T — TRg(4, )~ = (I — Re(4, HT)~Re(4, 7).

Il est clair que Rg(4 — T, 2) ainsi défini est analytique dans %; montrons que c’est
un résolvant généralisé de A — T dans %, c’est-a-dire que V 4 € %,

(1) Rg(d — T, )4 — T — M)Rg(d — T, ) = Rg(4d — T, %)
® (A— T — )DRg(d — T, 2)(Ad — T — M) = (A — T — Al.
Commengons par démontrer (1); par définition de Rg(4 — T, %) on a:
Rg(d, 2)(I — TRe(d, 2))™(A — Al — T)Rg(d, (I — TRg(d, )™t =
= (I — Rg(4, 2)T) *Rg(4, 2)(A — Al — T)Rg(4, )T — TRg(4, ))~! =
= (I — Reg(4, )T)"Y[Rg(d, 1) — Rg(4, HTRg(4, DI — TRg(4, 1))~ =
= (I — Rg(d, )T)""Rg(d, I — TRg(4, DI — TRe(A, 2))~* =

= (I — Rg(4, )T)"1Rg(4, ) = Rg(d — T, 1)
d’ou (1).
Reste 2 montrer (2), pour cela montrons que

(A—T— IDRgA — T, )4 — T — Al) — (A — T — AI) = 0.
(A—T —Rgd — T, YA —T — M) — (A — T — Al =
= [I — (4 — A — T)Rg(A4, 2)(I — TRg(d, D)) (A — T — Al) =
= [(I — TRg(4, ) — (4 — Al — T)Rg(4, D) — TRg(A, )4 — T — Al) =
= [I — (4 — ADRg(A4, D] — TRe(4, ) A — T — ) =
= [I — (4 — ADRg(d, )} — TRg(4, 2))™{(I — TRg(d, H)(A — 1) —
— T — Re(4, 204 — )] =
= {lI — (4 — ADRg(A4, DI — TRg(A, )™ — TRe(A, H)(A — il)} —
— [ — (4 — ADRg(4, HNI — TRg(4, )T — Rg(4, 3)(4 — D).
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Remarquons que 'expression entre acolades est nulle; en effet,
[ — (4 — JD)Rg(A4, ))(I — TRg(A, 2)) ([ - TReg(A, ))NA — 1) =
=[I—~ (4~ iDRg(4, HJ(A — i) = 0.
Regardons la seconde expression c'est-a-dirc,
3) [ — (A — ADRg(A, )1 — TRg(A, 7)) 2T — Rg(A, i)(A — 7I)).

I — Rg(A, 7)(A — 7I)est une projection sur N(4 — /1), donc 1'image de Popérateur
(I — (A — JDRg(A, DI -~ TRg(A, )T — Rg(A, 2)(A — 2D)) est inclue dans

[ — (A — JDRg(A, )T — TRg(A, 7)1 T(N(A — iI)).

En outre, d’unc part N(4 — 21} = M (voir la démonstration du corollaire 4.5) et
d’autre part d’aprés lc lemme 4.4 et en développant (I — TRg(4, 2))~! en série
de Neumann, on voit quc

(I — TRg(A, ;)TN — 1)) € M < Co(A — 71).
Or, [I — (A4 — ZHRg(A, 2INCo(A — iI)} = {0} donc (3) est nulle et par consé-
quent (2) est démontré, d'cti 0 e reg{d — T') c’est & dire 4 — T est régulicr. 4

COROLLAIRE 4.7. Soit A € B(R), rgulier. Alors il existe o > O tel que si S
est A-régulier et |4 — S’ < & alors S est régulier.

Démonstration. On pose T'= A — S, alors iTi < & ct il facile dc voir que T
est A-régulier; en appliquant le théoréme 4.6, onen dédvitque 4 — T =A4 — 4 +
+ S = 8§ est régulier. %

THEoREME 4.8. Si A € B(H) et Q quasi-nilpotent commute avec A alors:
o (A + Q) = a,(4).
REMARQUES. Pour la démonstration du théoréme 4.8 on aura besoin de
quelques résultats préliminaires.

DEFINITION 4.9. A € B{H) est dit monojectif si A est, soit inversible a droite,
soit inversiblc & gauche.

REMARQUIES. (1) A4 est inversible & gauche <> N(A4) = {0} et R(A) fermé.
(2) A est inversible & droite < R(4) = H.

LtMME 4.10. Si A est monojectif et S € B(H) alors:

4 — 8T < c(4) = S est monojectif.
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Démonstration. Sans perte de généralité on supposera que A st mJectxf a
image fermée (sinon on passe a 1’adjoint).

Montrons que N(S) = {0}. Soitu € N(S) et u # 0. On supposera que juj; = |;
HAull = (A — Sui) < |I4 — S| < ¢(4) done |l4ull < c(4) ce qui contredit la
définition de la conorme de A donc u = 0 et N(S) = {0}.

Montrons que R(S) est fermé. Soit u € H et lu|| = 1, alors

iSull = {|[Au + (S — Auj] = [Au)| — '4 — S| 2 c(4) — [i4 — S| =2 > 0.

Donc VueH, fjuj =1 {|Sujl > 2« > 0dou c(S) o > 0 et d’aprés la proposition
1.1 on en déduit que R(S) est fermé.

COROLLAIRE 4.11. L’ ensemble des opérateurs monojectifs est ouvert dans B(H).

Démonstration. Le lemme 4.10 implique que I’ensemble des opérateurs inver-
sibles a gauche et Pemsemble des opérateurs inversible a droite sont ouverts et donc
Vensemble des monojectifs est ouvert.

REMARQUL 4.12. Soit la représentation matricielle de A (cf. la proposi-

tion 2.12)
A= (Al * \)
0 A

ol A, — /[ est injectif et A, — Al est surjectif, si i € reg(A).
Cette représentation est déterminée par la décomposition H = H, @ H, ou

Hy = c)m N — pul) et H,= Hi.
JTE)
1l est facile de voir que si S commute avec 4 alors S(H,) € H,, ¢’est 4 dire que S
respecte la décomposition H = H, @ Ho.

Lumwme 4.13. Soient A ¢ B(H), régulicr ¢t Ay, Ay comme dans la remarque
4.12, alors on a:

(1) c(4) < min(e(4,), c(45)).
(2) max(jid.l, 14al) < 4]

Démonstration. (1) c(4) < c(A4)) se vérifie par la définition de la conorme
et par le fait que N(4) = N(4,). Pour c(4) < ¢(A4,), on passe a I’adjoint et comme
c(A) = c(A%) et ¢(dy) = c(AF), on en déduit inégalité.

(2) Facile a vérifier.

ProrcsiTioN 4.14, Soient A € B(H), régulicr et S € B(H) commutant avec A,
alors :

P4 — S| < c(4) = S régulier.
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Démonstration. A étant régulier et S commutant avec A, de la remarque 4.12,

on en déduit:
A-S:(AI_S1 ’ ).
0 A, — S,

Le lemme 4.13 implique

l4; — Sill < {14 — Sl < c(4) < c(4)
et
1y — Syl < 14 — S|l < () < c(dy).

Ay, Ay étant monojectifs, d’aprés le lemme 4.10 on en déduit que S; est surjectif
et S, est injectif a image fermée avec

S:(& *)
0 S

d’oli, d’aprés la proposition 2.12, S est régulier. %
LEMME 4.15. 4, S € B(H) avec AS = SA. Alors:

AS régulier = A, S sont réguliers.

Démonstration. Remarquons que 4S5 = SA4 implique N(S) + N(4) = N(S4}
et R(4S) < R(4) n R(S). Montrons que si SA4 est régulier alors A régulier. Soit
u, € R(4) tel que u, — udans H,alors 3 v, € H tel que 4, = Av, — udonc SAv, —
— Su € R(S4)donc 3w € H tel que Su = SAw ce qui impliqueu — Aw e N(S) =
& N(4S) = R(4S) = R(4) donc u — Aw € R(4) par conséquent u € R(4) et
donc R(A) est fermé.

D’autre part V n > 0, N(4") = N(S"4") = N((4S)") = R(4S) = R(4), donc
V20, N(A") = R(A4) d'olt 4 est régulier, le¢ méme raisonnement montre que S
est régulier.

Démonstration du théoréme 4.8. Montrons que si A + Q est régulier alors A
est régulier.

Supposons que A + Q est régulier et posons ¢ = ¢{4 + @) > 0. La propo-
sition 3.7 implique que V>0, (4 + Q)" est régulier. On a

) (4 + Q) = A4S, + Q"

Q quasi-nilpotent = 3 N € N tel que Q¥ < ¢¥. Donc (1) = {I(4 + Q)Y — A4Sy =
= OV < ¢V < (4 + Q)) voir le lemme 3.3. Donc (4 + Q) est régulier,
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commute avec ASy et (4 + Q) — ASy|l < c((4 + Q)"), d’olt d’aprés la propo-
sition 4.14 on en déduit que ASy est régulier, enfin le lemme 4.15 implique que A4
est régulier; donc reg(4 + Q) < reg(4) et par conséquent

o,(4) = o (4 + Q).

Si on remplace 4 par A + Q et Q par — Q dans la derniére inclusion on en déduit
que o (4 + Q) € 6,(A); d’ou la démonstration du théoréme.

PROPOSITION 4.16. Soient A € B(H), régulier et Q un opérateur quasi-
-nilpotent commutant avec A alors:

Co(4 + Q) = Co(4).

Démonstration. AQ = QA = Q(Co(A)) = Co(4) (voir la remarque (1) qui
suit la définition 4.1). Donc (4 + Q) Co(4)) < Co(4). Montrons Finclusion inverse.
Soit u € Co(4) et posons B = Rg(4, 0) un résolvant généralisé de A en zero;
d’aprés le lemme 4.4 et en prenant M = Co(4), on a B(Co(A4)) = Co(A4). Posons

v =Y (— QYB’+ la convergence de cette série vient du fait que Q est quasi-
iz0

-nilpotent. D’aprés ce qu’on vient de voir, v € Co(4). D’autre part V j > 0, AB 1y =
= AB(B'u) = B’u car AB est projection sur R(4) et B/u € Co(4) = R(4). Donc

A4+ Q= Z (— Q)Y AB/*1y — Z (— Q) *Bi+1y =

=Y (—OYBu— Y (— Q"B =u+ Z (— QYB/u— 2 (— @Q)Bu = u.
FEY) iz0

Donc u=(4+ Qv avec veCo(d) et par conséquent Co(d) S (A +
A+ O)Co(4)); d’ol (4 + Q)(Co(A)) = Co(A4) par définition de Co(4 + Q) on en
déduit que

Co(4) = Co(4 + Q).

D’aprés le théoréme 4.8 on a A régulier => A + Q régulier. D’ou on en déduit
Co(4 + Q) = Co(4 + Q — Q) = Co(A4) et donc

Co(4) = Co(4 + Q). %

5. SUR LE THEOREME DE L’APPLICATION SPECTRALE POUR LE SPECTRE
GENERALISE

THEOREME 5.1, Soit A un opérateur fermé avec p(A) # . Si P est un
polynome dans C alors:

P(o,(A)) = o(P(4)).
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REMARQUE. Pour la démonstration de ce théoréme on aura besoin de quelques
résultats préliminaires.

LemMmc 5.2. Soit {4}, <v<n une suite de nombres complexes tous distincts
et m e N*. Alors

R( I - ;‘,‘.1)"') = (VR4 — 2™,
ko1 ko1

13

est évidente.
Montrons l'inclusion inverse par induction sur ».

Pour n =1 c’est évident, supposons que linclusion soit vraie & ’ordre n
n--1
et soit u € MR(4 — /, /)" en particulier v € R(4 — 7, ,,I)", donc 3 v € D(A™)

k=1
tel que v = (4 — 2, ). Soit k e Ntel que 1 < k < n, alors

Démonstration. “<

J
n

u=(A—20l+ (— 2y )" = Y (

j <0

) (A et }"[)J(;k — ;_"+1)m—jv

ni ; . .
U = (24 —~ 740 + IV 4 — 3Gy, — 2, )"
{ k n+

j-r\m

et comme 1 € R(A — A.0)", on voit facilement que v € R(4 — 2,.1)™ et ceci pour
1 <k € n; donc

€\ R4 — 7" =R ( - ;.kz)'")
k1

k=1

par hypothése d’induction et comme u = (A — 7,.,I)"r, on en déduit que

n.1
¥ €R (H (A — ).,J)’") par conséquent la preuve du lemme.
ko1

LemME 5.3, Soit {}}1cpc, une suite de nombres complexes tous distinets.
Alors:

\, N —2I) =N (H (4 — /"-,«-I))-

Ak 1 koL

EX}

Démonstration. “<" est évidente.
Montrons P'inclusion inverse par induction sur n.
Pour n = 1 c’est évident. Supposons que c’est vrai a 1'ordre n et soit

n--1
" eN(H (4 — ;,,\.[))
k1
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ce qui implique
A — 7, Du eN(H (4 — ).kl));
kit
par hypothése d’induction Fv, eN(A —A4J) pour 1<k<n tels que

(A = 2ys1Du = Y, v. Posons w, = i
k. :1

&

pour 1 <k<gnetw,, =u—

n+1

n
— Y u; ona w €N(A — A1) pour k=1, ..., n. Montrons que ¥,,; €
k-1

€N(A — /,,,). Remarquons que pour 1 < k < n

(A4 — ZypaDwy = [A — Xl + (B — 2y 11)1] — Uy

kT ;"n+1

d’ol

(A = JpprDwysy = (A — Ay Du — Z (A = 2y, =
Kool

Donc w,1 eN(A — 2, ) et u = Y, w, otw, eN(4 — L D)avecl <k <n+1
k=1
d’otr la preuve du lemme.

N

PROPOSITION 5.4. Soit A un opérateur fermé avec p(A) #+ @ et P()) =
=aJ] (» — %) avec a # 0, alors:
k=1

P(A) est régulier < 4, ..., A, € reg(A).

Démonstration. On supposera que a = 1.

(=) Supposons que 4,, ..., 4, e reg(4), en particulier R(4 — A, 1) est fermé
pourl < &k < n,lelemme 5.2 implique que R(P(A4)) est fermé comme intersection
de fermés. :

Reste a montrer que Vm > 0, N(P(4)) € R(P(A)™).

Le lemme 5.3 implique que

NPUA) = ¥ N4 — 4])

k=1
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et comme /; €reg(4), on en déduit que YVm > 0, N(4 — /,I) =€ R(4 — 7, )"
En outre si pp # 4, alors (4 — u)(N(A — A 1)) = N(4 — /,I); doncpour 1 < k< n
on a

Vm>0 NA-—AD)< M \RA—2LD)"

k=1

donc
Vm>0 ¥ NA— )< \RMA — 4D)" = R(P(4)")
k1 k=1

d’oli

Ym>=0 N(P(A4)) € R(P(A™).

(=) Supposons que P(A) est régulier alors du lemme 5.2 et du lemme 5.3,
on déduit que Ym > 0

Y N4 — 4l) € () RA — LIV
k=1 k=1

donc pour 1 € kg n, Vin> 0, N(4 — 2 1) € R(4 — 2™
Reste @ montrer que R(4 — 4,7) est fermé pour 1 < k < n. Soit k €[l, n}

n

fixé, alors P(A4) = (A — 4[] (4 — 4I). Le polyndme TJ (2 — #;I) est de de-
) et

j=1 :
jzk Jj#k
gré n— 1,
Soit maintenant f € p(4) # @ et S = (4 — fI)~*. Posons

n n-1

By =[[A=AD=T[(A— I+ B—2)D) =Y Cd— By oi CeC.
=1 j=1 j=o
J#k J#k

Donc

B, ,=Cl+ ... + Cpp (4 — By
Remarquons que
B, ,S$" ' = {CyS" 1+ ... + C,-,I} € B(H).

Montrons maintenant que R(A — A4[) est fermé; soit u; e R(4 — A, 1) tel que
u; - u dans H. u; € R(4A — A1) implique v; = (4 — A4 )v; ol v; € D(A).

B"_lsn_l € ‘B(H) = Bn—-lsn—_luj - B"_IS""lu'
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Puisque
B, 8" ;= B, \§""HA — 7)v; = B,_(4 — 2)8" ", =

= P(A)S" 'v; € R(P(4))

qui est fermé par hypothése alors B, ;8" ' € R(P(A)), par conséquent 3 w € D(4")
tel que B,_18" W = PAW = B, (A4 — AD)w ce qui implique §" 'y — (4 —
- )'kl)w € N(Bn—]); or,

N(B,.1) € N(P(4)) € R(P(4)) < R(4 — AJ)

donc $""'u — (A — L[)w e RA — A L), dou S"'ueR(4 — A1) et finalement
u € R(4A — /1) et par conséquent R(A — 2,J) est fermé. %

Démonstration du théoréme 5.1. Soit p € C fixé et J,, ..., 2, les racines du
polynéme P(2) — u; alors

PA —pl=aA —/0)...(4A—11) aveca#0

(le cas a = 0 étant évident).

Si p € 0 (P(A)) cest-a-dire si P(A) — pl n’est pas régulier alors d’aprés la
proposition 5.4, il existe au moins un £, tel que 4 — .1 n’est pas régulier; donc
sipu € o (4)alors 3 2, € a(4) racine du polyndme P(Z) — u donc P(%) = p, cela
montre que 6, (P(A)) S P(c,(4)).

Réciproquement, supposons que un des /, € 6,(4) alors d’aprés la propo-
sition 5.4, on déduit que P(4) — pul n’est pas régulier donc p &g (P(A)); d’ou

P(o(A)) = o (P(A))

ce qui achéve la démonstration du théoréme 5.1. %

COROLLAIRE 5.5. Soient A un opérateur fermé avec p(A) # @ et P un poly-
nome sur C n’ayant pas de racines dans o (A). Alors P(A) est régulier.

THEOREME 5.6. Soit T € B(H) et f une fonction analytique au voisinage
de o(T). Alors

() = a(fiT)).

Démonstration. Soit pu € 6 (T), on définit la fonction g dans le domaine d’anu-
lyticité de f par:

S — fl)

sil#pu et gl =f"(.
A—p

g(4) =
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Par le calcul fonctionnel (cf. Dunford [8]) on a:

AT) — fwI = (T — ul)g(T)

avec g(T) commute avec T. En appliquant le lemme 4.15, on en déduit que si
T — ud n’est pas régulier alors f(T) — f(p)I n’est pas régulicr, ou encore si p € o(T)
alors f(u) € o (f(T)) donc flo(T)) < o (f(T)).

Inversement, si p ¢ flo (1)) alors ¥V 4 € g (T), f(?) — u # 0. Posons g(2) =
=f(4) — 1

Si g(A) # 0 V /. €o(T) alors g(T) est inversible donc f(T) — uf est inversible
donc p ¢ o(f(T)), par conséquent p ¢ o,(f(T)).

Si g(4) admet des zéro dans o(T), g(/) étant analytique dans le compact ¢(T)
alors ils sont en nombre fini, soit 2y, 25, ..., 2,. Donc g() = JJ (4 — /‘.,.)a"lz(/'.)

J=:1
ol «; est I'ordre de multiplicité de 2, et #(2) #0, YV 2 €a(T). g(A) £ 0,V /. € 0,(T)
implique que P(1) = [ (% — )»,.)u" n’a pas de racines dans o,(T), et d’aprés le corol-
Ti-sl

laire 5.5, P(T) est régulier; d’autre part 1(4) # 0, V . € o(T) implique que /(T) est
inversible. Par conséquent g(T') est régulier comme produit d’un régulier par un in-
versible commutant entre eux d’ou u ¢ o,(f(T)). %

COROLLAIRE 5.7. Soit T € B(H) et [ une fonction analytique au voisinage
de o(T) wayant pas de racines dans a(T). Alors f(T) est régulier.
REMARQUE. Le théoréme 5.6 a été démontré, ‘d’une fagon différente, par

Apostol ({1, Theorem 2.7]).

CONJECTURE. Soit A un opérateur fermé.

(1) 1l existe un résolvant généralisé de A analytique dans reg(A) et vérifiant I’iden-
tité de la résolvants. _ ‘

(2) On peut construire un calcul fonctionnel “‘généralisé”’ pour A, analogue a
celui de Dunford [8], oit I"opérateur résolvant est remplacé par un résolvant généralisé
comme dans (1) et les fonctions f sont analytiques dans un voisinage de o A).

En plus on a: f(o,(4)) = o, (f(4)).
6. SUR L'ENSEMBLE DES OPERATEURS REGULIERS

Si M, N sont deux sous-espaces fermés de H, posons;
(M, N) = [[I — Py)Py|l et g(M,N) = |Py — Pyl

ou Py et Py sont respectivement les projections orthogonales sur M et N.
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Alors ([13], [14)):

g(M, N) = Max{o(M, N); (N, M)}
et

g(M, Ny<1=M+ N* = H.

LEMME 6.1. Soit A, B € B(H) alors:

1
S(N(B), N(A)) < o 4 — Bl

Démonstration. Soit u € H = N(B) ® N(B)' = u = u; + u, avec u, € N(B)
et u, e N(B)*.
On a

) Ml =l l® + ful > ]

NI — Pnay) Prsyll = [0 — Presy) Prytnnll = i1 — Pl €

1 1 1
< - 1 == Auw]| = —— - s -
< D A — Pneayuy | i) [lAuy | D (A4 — B ||
1 1
< c*(/;-) 4 — B|| llu, || < c—(——A) 4 — BJ| {jull
donc .
I — Prca)Praayt] < ;(1;1—) 14 — Bl Jul
d’ou
1
)] < — — BJ\. 7
(N(B), N(4)) < D A4 — B %
Notons
Fy={A€B(H); c(A)>¢}
et

Reg(H) = {4 € B(H) ; A est réguljer}.
PROPOSITION 6.2. Soit A, B €T, avec ¢ > 0. Alors:
1
(a) gN(4), N(B)) < — A — Bl

L
€
(c) A c(A) est continue de I, dans R%.

(b) g(R(4), R(B)) < -~ [|l4 — Bl.
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Démonstration. (a) et (b) se déduisent directement du lemme 6.1, pour (b) on
remarquera que o(A*) = ¢(4) > & et que g(R(A), R(B)) = g(R(4)", R(B)") =
= 8(N(4%), N(B%)).

() Montrons que si [|4 — B <e¢ alors jc(4) — c(B) < ||[4 — Bj. Si
A — B|| < ¢ alors, (a) = g(N(4), N(B)) < 1 = N(4) + N(B)* = H.

Soit u € N(4)" alors u = u, + u, avec u, € N(4) et u, € N(B)*; comme
vlu, ona

luglPP = Nlull® + faa]® > JJui®
LAul] = [iduyli = [{Buy + (A — B)uylj > | Bugf; — |[(4 — B)uy >
> c(B)|lusfl — |4 — Bi {luyll > (c(B) — [[4 — Bll) lluj; -

donc ¢(A) > ¢(B) — |4 — B|| ou encore c(B) — c(A)<||4 — B}, en inferchange-
ant A et B, on en déduit |c(4d) — c(B)] < || A — Bl! d’ou la continuité de
Papplication A — c¢(A4) de I',, dans R¥. 2|

THEOREME 6.3. V¢ > 0, I,y N Reg(H) es: fermé dans B(H).

REMARQUE. I'(,) est fermé V ¢ > 0. Par contre Reg(H) n'est pas fermé, par
exemple:

Soit A4, = —]-A ol A € Reg(H) alors A, € Reg(H) et A, — 0 ¢ Reg(H).
n

Démonstration du t'.éoréme 6.3. Soit A, €',y N Reg(H) tel que A, — A
dans B(H). Alors la proposition 6.2 implique que A €T, ct g(N(A4,), N(4)) <

, !
<L ia, — Al et gR(A), R(A) < -4y — All. A €@wy=R(A) est fermeé.
[ &

Montrons que N(4) & R(A).
Soit u € N(A4), alors

oo — PR(A)PN(A“)uH < Ju— PR(A")PN(A")HH + HPR(A)PN(A")“ - PR(A")PN(A,.)";! -

= [(Pneoy — Prcayull + [(Prety — Preay)Prca i <
‘ . ) i 2 NN
< gONCA), N(AD ]l + g(R(A), RAD |l < == 1y = 4] ]

et comme A, A alors U — PreyyPruayull — 0= u €R(A4) = R(4) -dou
N(A) € R(A).

Pourj € N*fixé on a 47 — 4/ d’autre part (la proposition 3.7), si 4, € Reg(H)
alors A7 € Reg(H) et (le lemme 3.3) = ¢(4)) > &/, on démontre comme plus haut
que N(4/) = R(47) € R(4), d’olt 4 € Reg(H) d’ob la preuve du théoré¢me. %
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COROLLAIRE 6. Reg(H) =T () N Reg(H) est donc une réunion dénom-
n>0 \p
brable de fermés.

Démonstration. Si A € Reg(H) alors R(4) est fermé et donc c(4) > 0=
:HizeN“‘,telqueAeF(i). %

REMARQUE. Si on note #(H) = {4 € B(H) ; A est surjectif ou 4 est injectif a
image fermée} = {4 € B(H)|; A est monojectif} voir la définition 4.9.
Le corollaire 4.11 = .#(H) est ouvert.

Reg®(H) dénote Pintérieur de Reg(H).
THEOREME 6.5,
Reg™(H) = JM(H).

Démonstration. 11 suffit de montrer que Reg®H) < .#(H). Supposons que
A € Regl(H) avec N(A) # {0}, N(4¥) # {0} et soit v € N(4), w € N(4¥). Remar-
quons que A régulier implique que v € N(4) € R(4) donc v est orthogonale a w.,

Posons M = {I’espace engendré par {v, w}}*. Soit y € H, tel que y n’appar-
tienne pas a espace engendré par {w}.

Posons B, l'opérateur défini pour tout u € H par Bju = APyu + (u, y)Aw.
Soit maintenant x € M* tel que x ¢ N(4) et (x,y) =0, alors xe M* = x =
=av + fw et x¢ N(A) = p #0.

Montrons que x € N(B,). En effet B,x = APyx + (x, ) Aw = 0. Montrons
maintenant que x ¢ R(A4); en effet si x e R(4) alors x = av + fw et comme
v € N(4) € R(A4) = pw € R(4) n N(4%) = {0} = B = 0, or f # 0 donc x ¢ R(4).
Il est clair que R(8,) = R(4) donc x ¢ R(B,), ceci montre que B, n’est pas régulier.

D’autre part (A — B)u = Au — Bju = A — Py)u — (u, y)Aw.

Remarquons que (/ — Py) est une projection orthogonale sur l'espace en-
gendré par {v,w} donc w = (I — Py)w = (I — Py)*w. D’autre part

I — Pyyu = (I — Pyu, v)v + (I — Pyu, ww

donc
CA( — Pyu = (I — Pyu, v)Av + (I — Pyu, w)Aw =
= (U, (I — Ppy*w)Aw = (u, w)Aw
donc
(A — Bpu = (u, wiAdw — (u, y)Aw = (u, w — 3)Aw
d’oli

A4 — Byull < flull llw — 2|l |4wlj = 14 — B[l < llw — pll l4wl.
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Donc pour tout ¢ > 0 on peut choisir y tel que ||[4 — B,j| < ¢ et comme B,
n’est pas régulier, il en résulte une contradiction avec le fait que A € Reg®(H).
Donc N(4) = {0} ou N(4%) = {0} et comme R(A) est fermé on en déduit
que Reg®(H) = 4 (H). : %

COROLLAIRE 6.6, Reg(H) est dense dans B(H).

Démonstration. Par [24, Problem 140], I'’ensemble des opérateurs monojectifs

est dense dans B(H). Le théoréme précédent permet de conclure. 7
Ce travail constitue une partie de la thése d’état scutenue par Pauteur en 1988 a4 la
Faculté des sciences de. Rabat (Maroc).
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Ajouté aux épreuve. La plus part des résultats de ce papier restent vrais dans le

cadre plus général des espaces de Banach, si dans la définition 1.4 on ajoute la condition:
N(A) et R(A4) ont des compléments dans B.



