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INVARIACE PAR CONJUGAISON UNITAIRE
POUR DES SEMI-NORMES DE TYPE P
SUR LES MATRICES "

GILLES CASSIER et JEAN DAZORD

Nous considérons sur l'espace L(H) des opérateurs sur un espace de Hilbert
complexe H de dimension finie n > 2, les semi-normes du type:

1
E]

no(T = | 3 pislTenenlP |, Te L),

f.5=1

ol (g;) est une base orthonormée de C™ et (p; j)1gi,j<n une suite de réels positifs ou
nuls.

Nous nous proposons de caractériser les opérateurs X pour lesquels la semi-norme
np est constante sur I’orbite unitaire de X. On a donc: ny(U*XU) = ny(X), pour
tout opérateur unitaire U.

Nous aborderons en premier lieu le cas p = 1. En effet |'utilisation de la non
différentiabilité des semi-normes du type I* permet alors d’obtenir les résultats & l'aide
de preuves plus élémentaires.

L’étude quil suit a été suggérée par un travail dii & C. K. Fong, H. Radjavi et
P. Rosenthal (cf. [1], p. 112). Ces auteurs ont notamment étudié les opérateurs
X pour lesquels la norme 1% usuelle est constante sur ’orbite unitaire de X et
égale a la norme d’opérateur de X. L’objet de l’article [2] est de poursuivre ’étude
de ce probléme, d’une part en s’affranchissant de la condition d’égalité & la norme
d’opérateur, d’autre part en considérant les semi-normes no,. Nous nous proposons
donc de traiter le probléme similaire pour les semi-normes np. Ici encore, méme pour
P’étude de la norme n,, nous n’imposons pas la condition d’égalité & une autre norme
de matrices.
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Précisons enfin que 1’étude en dimension infinie du probléme similaire & celui qui
est abordé dans notre travail fera I’objet d’une publication du premier auteur.

PREMIERE PARTIE: ETUDE DES SEMI-NORMES DE TYPE I

Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension finie n > 2, soit (&)igign
une base orthonormée de H, soit L{H) I’algébre des opérateurs sur H et soit n; la
semi-norme sur L(H) définie par:

n
m(T) = Y piil{Tene)l, T € L(H).
i,j=1
Les scalaires p; ;, appelés poids, sont supposés positifs ou nuls et ’ensemble K =
= {(4,7); pi,; > 0} est le support, supposé non vide, de la suite (p; ;).

Nous nous proposons d’étudier les opérateurs X sur H tels que la semi-norme
ny soit constante sur Porbite unitaire de X. En particuliersi p;; =1, 1< 4,j < n,
le probléme abordé est celui de 'invariance de la norme I* sur I’orbite unitaire d*une
matrice, ce qui est une question formulée dans [1] (cf. p. 112).

Nous étudierons l'invariance de la semi-norme n;, en premier lieu lorsque le
support K de la suite (p; ;) est inclus dans la diagonale A = {(i,i);1 < i € n} de
{1,2,...,n}x{1,2,...,n}, puis, aprés I’énoncé (cf. théoréme 3) d’une caractérisation
élémentaire du centre “local” de I’algébre L(H), dans la cas ol des éléments non
diagonaux interviennent dans la définition de n;.

1. Etude de la semi-norme ny: cas K C A.

La preuve du résultat dans le cas étudié repose sur les deux lemmes élémentaires
qui suivent:

LeMME 1. Soient (a;)igign et (bi)igign deux suites complexes finies. Si pour
n n

toute permutation ¢ de {1,2,...,n} on a Za,-b,,(,-) = Za,'b.-, alors I'une des suites
i=1 i=1
(8i)1gign ou (bi)i1gign est constante.
Preuve. Supposons la suite (a;) non constante. Considérons deux entiers distincts
j et k dans {1,2,...,n}. Ou bien on a a; # a;, et en considérant la transposition o
de {1,2,...,n} définie par o(j) = k; o(k) = j; o) =1, | # j, 1 # k, on obtient
n n

Zaiba(i) - Zagb; = (a; — ag)(bx — &;) = 0, soit &; = bz. Ou bien on a a; = a1 et
i=1 =

1 .
en considérant { € {1,2,...,n} tel que a; 3 a; on montre de la méme facon qu’on a
b; = &y, puis by = by, d’oh b; = by. u
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LEMME 2. Soit H un espace de: Hilbert de dimension finie n 2> 2 et soit X un
opérateur sur H. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) pour toute paire {¢,n} de vecteurs unitaires orthogonaux, on a

(ii) 'opérateur X est un multiple scalaire d’un opérateur auto-adjoint positif.

Preuve. (i) = (ii): Soit (1;)1gign une base orthonormée de H suivant laquelle
la matrice de X est triangulaire supérieure. Compte tenu de I’hypothése on peut
supposer qu’on a {(Xn;,n:) = 0, 1 < i < n. Il s’agit d’établir les égalités {(Xn;,n) =
=0, 1€ i< j< n Etant donnés deux entiers i et j vérifiant 1 < i < j € n, posons
{=mnietn=rn;. Onal|]=|l=1 (X£& >0, (Xn,n) > 0et (X¢n) =0.
Montrons qu’on a (X0, £} = 0. Or les vecteurs £+17 et £ —n sont orthogonaux, de méme
que les vecteurs £ +in et i + . Ainsi on a (X(€+n),E+9HX(E-n)é—n) >0
et (X( +in),€ + in){X (i +n),if +n) > 0. Posons a = (X£,£) + (Xn,n) et b=
= {Xn,€). On obtient a®>—bb+a(b~5) > 0, d’oir a(d~B) = 0 et a®—bb+ia(b+5) > 0,
soit a(b+ 3) = 0. On en déduit ab = 0. Alors si b n’est pas nul, on a a = 0, donc:
—b% > 0, ce qui est absurde.

(ii) = (i): C’est immédiat. [ |

Dans |’énoncé qui suit, nous excluons le cas trivial ol 'opérateur X est scalaire,
i.e. un multiple scalaire de ’opérateur identique. D’autre part nous notons ¢; la
semi-norme sur L(H) définie par:

n
a(T) =3 [(Tei,edl, T € L(H).
=1
Enfin I'orbite unitaire d’un opérateur T est ’ensemble {U*TU; U € U}, ot U désigne
le groupe des opérateurs unitaires sur H.

THEOREME 1. Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension finie n > 2,
soit (€;)1gign une base orthonormée de H et soit X un opérateur non scalaire sur H.
Soit n; la semi-norme sur L(H) définie par:

n

n(T) =Y piil{Tei,e)l, T € L(H).
i=1
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) la semi-norme n, est constante sur 'orbite unitaire de X;
(ii) les semi-normes n, et gy sont proportionnelles et 1’opérateur X est un multiple
scalaire d’un opérateur auto-adjoint positif,
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Preuve. (i) = (ii): Par hypothése, pour toute base orthonormée ((;)igign et
n
pour tout opérateur unitaire U sur H, on a i, [{{XUG, UG = ni(X). Choi-
=1 .
sissant alors comme opérateurs unitaires U les opérateurs de permutation de la base
orthonormée ((;)1gign on déduit du lemme 1 que, si la suite (p;,;) n’est pas constante,

alors la suite (J{X{i, (i) 1gign est constante pour toute base orthonormée ({;)1gign-
Considérons un vecteur unitaire { € H et soit ((;)1gign une base orthonormée de H

I n
vérifiant (; =(. On a Zpg;l(.X({,(i)l = Zm,i KX¢, ¢ = ny(X). Ainsi Pimage
numérique de X, c’wt-‘?;:iire I’ensemble W(i’?; = {{X¢,¢), ¢ € H, |[(|| = 1}, est cir-
culaire, done¢ réduite & un point; il en résulte que ’opérateur X est scalaire, ce qui con-
tredit I’hypothése. La suite (p; ;) est donc constante et la semi-norme n; est propor-
tionnelle & ¢;. D’autre part, on sait ([3]; [4], Corollary 2, p. 168) qu'il existe une base
orthonormée (1;)1gigx telle que la matrice de X suivant cette base ait une diagonale

constante, i.e. on a (X7, m) = ti:a(—-, 1 € i € n. Ainsi, on obtient ¢;(X) = |tr(X)],

n n .
soit [Y (X¢:, G} = DX, &), d'oit les inégalités (X, G)(XG,G) 2 0, 1 €
[ i=1 ] i=1
€ i, € n. Le résultat provient alors du lemme 2. L’implication (ii) = (i) résulte
immédiatement du lemme 2. |

Notons en particulier que si le support K de la suite (p;, ;) est strictement contenu
dans la diagonale A, par exemple lorsqu’on a K = {1,2,...,k}, 1< k < n, alors, si
la norme n; est constante sur P’orbite unitaire de X, ’opérateur X est un opérateur
scalaire.

v

2. Etude de la semi-norme n;: cas K\ A#£ 0O

Dans tout ce paragraphe, nous considérons exclusivement les semi-normes ny sur
L{H) définies par I’expression

n(T) = Y piil(Teie;)l, T € L(H)

=1
pour lesquelles le support K de la suite h(p,-, ;) vérifie K\ A # @.

THEOREME 2. Soit H un espace de Hilbert de dimension finie n > 2 et soit X
un opérateur sur H tel que la semi-norme ny soit constante sur 'orbite unitaire de
X. Si £ et n sont deux vecteurs ortbogonaux vérifiant (X§€,n) = 0, aJors pour tout
opérateur T sur H on a ((XT = TX)¢,n) =

Preuve. Supposons les vecteurs £ et 5 unitaires. Soit (f,7) € K \ 4; on peut
supposer 1 < j; en fait, nous supposerons qu’on a (1,2) € K. Soit (1;) une base
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orthonormée de H vérifiant ; = £ et 7y = 9, soit A un opérateur auto-adjoint
sur H et soit (U(t)ker le groupe unitaire sur H de générateur id, ie. U(t) =
=exp(itd), t € R. Posons f; ;(t) = {(XU@)n:, Ui}, 1 € 4,5 € n, t ER, g(t)=
= 3 {pifii®); £i5(0) # 0} et h(t) = D {mifij(2); £;5(0) = 0}. Comme la

(4)EK (d)eK '
semi-norme n; est constante sur I’orbite unitaire de X, la fonction p =g+ h: R—R

est elle-méme constante. Or il est immédiat que la fonction g est dérivable a 1’origine
et que la fonction h admet a lorigine une dérivée & droite h5(0) et une dérivée a
gauche h{(0). Nécessairement on a hy(0) — ky(0) = 0. Par un calcul élémentaire, on
trouve K4(0) — KL(0) = 23 " {psj (X A~ AX)mi, n;)l; (G, 5) € K, (X, 75) = 0}. Bn
particulier on obtient (X A— AX)ny,n) = (XA~ AX)E, n) = 0, cette relation étant
vérifiée pour tout opérateur auto-adjoint A sur H. Si maintenant T est un opérateur
quelconque sur H, la décomposition de T en partie réelle et partie imaginaire permet
d’établir I’égalité: {((XT — TX)E,n) = 0. a

L’objet du théoréme qui suit est de constater que le centre “local” de Palgébre
L(H) est “localement” trivial.

THEOREME 3. Soit H un espace de Hilbert complexe, soit X un opérateur sur
H et soient & et n deux vecteurs unitaires orthogonaux. Les assertions suivantes sont
équivalentes:
(i) pour tout opérateur T sur H, on a {((XT — TX){,5) = 0;
(ii) il existe un scalaire A € C tel qﬁ’on ait X€ =X et X*n=Ay.

Preuve. (i) = (ii): Soit T ’opérateur auto-adjoint défini par: T =1, Tnp =¢§
et T¢ = 0 pour tout vecteur ¢ orthogonal & £ et 7. On a alors {(XT — TX){,n) =
= (Xm')) - (Xfaf) = 0. Ainsi (stﬁ) = (X’?: ’7) = A

Désignons maintenant par 7" la projection orthogonale sur C§. On a ((XT —
=TX),n) = (X§,n) = 0 et (X", &) = {n, X{) = 0.

Supposons que H est de dimension 2. On voit que £ est vecteur propre de X et
n de X*. De plus on a u = (X*n,5) = {n, Xn) = X, ce qui achéve la preuve dans ce
cas. -

Supposons maintenant que H est de dimension finie » > 3 ou de dimension
infinie et soit { un vecteur unitaire orthogonal 4 £ et 5. Soit 7" un opérateur auto-
-adjoint sur H tel que T = { et T8 = 0 si # est orthogonal & n et {. On a alors
(XT-TX)¢,n) = (X(T€),n) —(X&,Tn) = —(XE€,£) = 0. Ainsi £ est vecteur propre
de X associé & la valeur propre A = (X§,£).

Avec les mémes notations, considérons un opérateur auto-adjoint TV sur H tel
que T'6 = ( et T'0 = 0 si 6 est orthogonal 4 £ et {. On a done ((XT' - T'X)¢,n) =
= (X(T'8),n)—{XE,T'y) = (X, n) = ({, X*n) = 0. Il en résulte que 7 est un vecteur
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propre de X* associé i la valeur propre u = {X*n,n)} = {n, Xn) =
(ii) = (i)' On a pour tout opéra.teur Tsur H: {(XT - TX)¢,n) = (T€, X*n) —

Il est & noter que dans le théoréme précédent 1’espace de Hilbert H n’est pas
supposé de dimension finie.

REMARQUE. En particulier, lorsque H est de dimension 2, on obtient la propriété
élémentaire suivante, énoncée avec les mémes notations que ci-dessus: les assertions
suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout opérateur T sur H, on a {(XT -~ TX)¢,n) =0;

(if) X posséde une seule valeur propre et £ est vecteur propre de X.
Enongons un résultat partiel:

THEOREME 4. Si la semi-norme n, est constante sur Iorbite unitaire de I’opé-
rateur X, alors X posséde une seule valeur propre.

Preuve. Soit (€;)1gign une base orthonormée de H telle que la matrice de X
dans cette base soit triangulaire supérieure, i.e. on a {X¢;, ;) =0, 1€i<jg<n. 1
résulte alors du théoréme 2 qu’on a ((XT — TX)e;, €53 =0, 1 <4 < § < n, pour tout
opérateur T sur H, puis du théoréme 3 qu’on a (X¢;,£;} = (X¢j,£5), 1 €i<j <

|

Lorsque le support K de la suite (p; ;) vérifie K\ A # @ et lorsque H est de
dimension au moins 3, la solution du probléme indiqué dans P’introduction est donnée
par le résultat suivant:

THEOREME 5. Si Vespace H est de dimension finie n > 3 et si la semi-norme n,
est constante sur ’orbite unitaire de 'opérateur X, alors X est un opérateur scalaire.

Preuve, Soit (€;)1gign une base orthonormée de H suivant laquelle la matrice de
X est triangulaire supérieure. On a {Xe¢;,¢;) =0, 1 < i < j € n, donc, en utilisant
le théoréme 2, on a ((XT — T'X)ei,¢;) = 0, 1 € i < j < n, pour tout opérateur
T sur H. En raison du théoréme 3, pour toute paire d’entiers {,;} vérifiant 1 <
< i < j < n, il existe un scalaire X;; € C vérifiant Xe; = Ajje; et Xg; = A ;. Parle
théoréme 4, nous savons que X posséde une seule valeur propre a et ona A;j = a, 1<
€i<Jj<n Ainsiona X¢ =ag;, 1 i<n—-1et X" =3, 2<j < n.
Posons b = (Xen,e1). L'opérateur X est donné par Xe; = ag;, 1 i< n—1,et
Xen = bey+ac,. Considérons I’opérateur U de permutation de la base (¢;) échangeant
les vecteurs e et e,, Suivant la base (Ue;), notée (n;), 'opérateur X est donnée par
Xni=an, 1<i<n, i#2; Xn = by + ane. 1l suffit alors d’utiliser & nouveau les
théorémes 2 et 3 pour établir 1’égalité b = 0, ce qui achéve la preuve. |
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1l reste 4 examiner le cas ol 1’espace H est de dimension 2. Nous commencerons
par un cas particulier: notons r; la semi-norme sur L(H) définie par r(T) =
= [(Te1,e2)| + (T2, 1], T € L(H).

THEOREME 6. Supposons l’espace H de dimension 2. Etant donné un opérateur
X sur H, les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Ia semi-norme r; est constante sur I'orbite unitaire de X;

(ii) 'opérateur X posséde une seule valeur propre.

Preuvre. (i) = (ii): Cela résulte du théoréme 4.

(ii) = (i): Soit a la valeur propre de X. On a donc X = al 4+ bN, ou I est
’opérateur identique, N est un opérateur nilpotent de norme 1 et a et b sont des
scalaires. Or on a r1(X) = ri(al + bN) = [b|r1(N) et pour tout opérateur unitaire
U,onar(U*XU) = ri(al + bU‘NUj: = |blm(U"NU). Sionab =0, X est un
opérateur scalaire; sinon il suffit d’établir que la semi-norme r; est constante sur
Porbite unitaire de ’opérateur nilpotent N. Soit {1, 72} une base orthonormée de H
telle que la matrice de N dans cette base soit donnée par:

o o]
0 o)’
Considérons les vecteurs unitaires et orthogonaux £ = (o, 8) et n = (B, ~@), avec

77 = a@+ B8 = 1. On a |(N&,p)| + (N0, &) = BB + a& = 1, ce qui établit le
résultat. [ |

L’étude du cas général en dimension 2 fait ’objet du théoréme suivant:

THEOREME 7. Supposons I’espace H de dimension 2 et soit X un opérateur non
scalaire sur H. Soient n, la semi-norme sur L{H) donnée par:

ni(T) =Y pil{Tei,ei)l, T €L(H).

$,j=1
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) la semi-norme n, est constante sur I’orbite unitaire de X ;
(i1) la semi-norme n, est proportionnelle & v, et 'opérateur X posséde une seule
valeur propre.

Preuve. (i) = (ii): Il résulte du théoréme 4 que X posséde une seule valeur propre.
Soit {n1, 72} une base orthonormée trigonalisant X, i.e. on a {Xn,m) = (Xn2,m2) =
= a, (Xn1,n2) = 0; posons b = (X173, n ). Définissons les opérateurs unitaires U et V
par Uey =1, Uey = n2; Ve = 12, Vea = m1. On a:
2

(X)) = m(U*XU) = D gl Xmi, i) = (pr,1 + pa2)lal + p2,1b] =
1,j=1
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2
=m(V*TV) = Y piil{Xn5, m)l = (pr1 + p22)lal + p1,2bl-
ii=1
Comme X n’est pas un opérateur scalaire, le scalaire b n’est pas nul et on a py 3 =
=p2,1. Lasemi-norme n; est donc donnée par ny (T)=py 1 |{Ter, €1)|+p2,2{Te2, 20 H
+p1o71(T), T € L(H).

Or, par hypothése, la semi-norme n; est constante sur 1’orbite unitaire de X et,
puisque X posséde une seule valeur propre, la semi-norme r; est constante sur 1’orbite
unitaire de X en vertu du théoréme 6. Ainsi la semi-norme p; définie sur L(H) par
p1(T) = p11(Tes, e1)|+ p2,2|{Te2, €2}|, T € L{H) est elle-méme constante sur ’orbite
unitaire de X. Il résulte alors du théoréme 1 I’égalité py ;1 = py »; de plus, si le scalaire
p1,1 n’était pas nul, X serait un multiple scalaire d’un opérateur auto-adjoint positif,
donc un opérateur scalaire puisque X posséde une seule valeur propre. Ainsi on a
p1=p22=0.

(i) = (i): Cette implication provient du théoréme 6. a

DEUXIEME PARTIE: ETUDE DES SEMI-NORMES DE TYPE # (1 < p < o0).

On considére dans cette partie I’espace L(H) des opérateurs sur un espace de
Hilbert complexe H de dimension finie n > 2 muni de semi-normes du type:

i

n P

np(T) = | D piil(Teies}lP |
i,j=1

ol (ex) est une base orthonormée de H et (p; ;)1¢i,jgn une suite de scalaires positifs
ou nuls. Dans le cas p = 2 nous supposerons de plus qu’on a p; ; = 0 ou 1 bien que
certains résultats restent valables sous ’hypothése p; ; > 0. On note p la fonctionnelle
définie par p(T) = np(T)?.

On se propose de caractériser les opérateﬁrs X, pour lesquels la semi-norme n,
est constante sur ’orbite unitaire de X. On a donc

(%) np(U* XU) = np(X), pour tout opérateur unitaire U/.
On obtient les résultats suivants.

THEOREME 1. Soit p un réel strictement supérieur & un et différent de deux. Si
la semi-norme n, est constante sur Porbite unitaire d’un opérateur X, alors X est
nécessairement un opérateur scalaire.

THEOREME 2. Si p est égal & deux et si la semi-norme ny est constante sur
Dorbite unitaire d’un opérateur X, on a les possibilités suivantes:
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(i) n2 est la norme de Hilbert-Schmidt et X est quelconque;
m

m
(ii) nz est de la forme ny(T) = Z |Tex)|? ou de la forme ny(T) = Z 1T &%,
k=3 k=1
et X est le multiple d’un opérateur unitaire;

(iii) la semi-norme ny est définie par

]
k
ny(T) = ( Yo WTene)P+3, (ZI(T61’55)12+ 3 I(Tss',ex)l’)’) ;
i,5€{1,....k} i=1 \jeh ielf

ot I; désigne une partie de {k+1,...,n} et If son complémentaire dans {k+1,...,n}
(k € {1,...,n—1}). On suppose que I'une des parties I est non vide et est distincte
de {k+1,...,n}. Alors X est le multiple d’un opérateur unitaire ayant au plus deux
valeurs propres.

(iv) La semi-norme ns ne correspond pas & l'un des cas précédents et X est
nécessairement un opérateur scalaire.

Preuve du théoréme 1. On définit les semi-normes suivantes:

n 3 ¥
n'(T) = (Zl(TEk,Eka ) et n"(T) = (Zi(Ta,-,s,-)[P )
¥

k=1

LEMME 1. Si X est un opérateur qui vérifie (x), alors on a

o {{hfgn] orsnfr o]
i=1 i#£] i#j

Preuve du lemme 1. Si ¢ appartient & l'ensemble I, des permutations de
{1,...,n}, on définit ’opérateur unitaire U, par:

2.

Ugaf = EU(‘)‘

Puisque X vérifie la condition (#), il vient

p(X) = Z pULXU,) = ,Zm Y. {Xeowy, exn)l =

UGE .3 cEXn

(Z Ps.:) (E KXsk!ek)lp) + —— n(n ( P',J) (Z KXE,‘,E;‘HP) .
i=1 k=1 i%; ij

Ce qui entraine immédiatement le lemme 1. n
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LEMME 2. Soit n un entier supérieur ou égal 4 3. Alors tout opérateur sur H,
pour lequel une semi-norme du type:

[an’(T)? + bn"(T¥)7 (aveca+b>0,eta>0sip=2), T € L(H),

est constante sur Porbite unitaire de X, est nécessairement un opérateur scalaire.

Preuve du lemme 2. Traitons d’abord le cas p # 2. On pose

oT) = 3 (@ + B)|(Ter, ex)P + 3 bl(Tes, )P

k=1 i#7

Comme ¢ est constante sur orbite unitaire de X, on peut supposer que &; est un
vecteur propre de X, et que I’image de ¢, par X est un combinaison linéaire de &; et
de £€9.

~ Pour deux réels z et w, on introduit I’opérateur unitaire

1 z : 1
€106+ ——=——x£1 QEo+¢ €2 0E —e'¥ Ea®E Ex @€
1+z“\/—12m21ﬁr‘2#§:"*

k=3

U=

On note z; ; = {X¢;,¢5), ¢ = g, U=T) 14T, V=21 =222 et w=2z,,. L'égalité
#(X) = @(U*XU) montre qu’il existe une constante ¢, indépendante de z et de w,
telle que '

(1+ 22)Pe = (a+ B)[(1 + 22)2fuf? + (1 — 22)2|v|2 + 4z21w|2 + 2(1 — z*)Re(Tv)+
+42(1 + 22)Re(e“Tw) + 42(1 — 22)Re(e“Tw)]? + (a + b)[(1 + 22)?|u|?+
(1 = 2%)?|v|? + 42%|w]? — 2(1 ~ z4)Re(@v) — 42(1 + 2?)Re(e¥Tw) + 42(1 -
—2%)Re(e“Tw))? +b[422]v|? + 42%|w|? + 823 Re(e“ Tw)]e + b[4z%|v]? + 4|w|? —
~8zRe(el“Tw)]e+2¢ b(1+z2)92{ 2|zr,1124+22% | zp 5|2 +42Re(e“ Tx 12k 2)]

=3
[222’2:): 1‘2 -+ 2;2% 2‘2 - 4ZR£(ew37k 1Tk 2)] }v

ot Re(e) désigne la partie réelle du nombre complexe .

Supposons que v et w ne soient pas tous les deux nuls. Pour un nombre com-
plexe d ¢ R™, on note d? la puissance g iéme de d correspondant 4 la détermination
principale du logarithme. On remarque alors que les deux premiéres expressions du
membre de droite se prolongent en la variable z dans un volsmage du segment [0, if,
pour tout w tel que &% apartienne 4 un ouvert du tore. Les expresswns suivantes se
prolongent dans un voisinage du segment [0, ], sauf pour un nombre finis de points
¢ du tore. On peut donc choisir w de sorte que le membre de droite se prolonge
dans un voisinage du segment [0,i[. Le principe du prolongement analytique assure
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que 1’égalité ci-dessus est encore valable dans ce voisinage. En faisant tendre z vers i,
on obtient

0 = (a + b)[4]v|? — 4|w|? + 8iRe(e“Tw)]? + b[—4|v[? + 4|w|? — 8iRe(e“Tw)]?

On en déduit que v = w = 0, sauf dans le cas oil a = 0 ‘et oli ¢ est un entier impair.
Nous nous placons désormais dans le cas olt a = 0 et ol ¢ est un entier impair,

on peut supposer que b = 1. Notons ay, a2, 3,43, ..., ¥n, les arguments respectifs de

U,, W, T3123,2, ..., Tn,1%n,2. 1 vient,

(»x) (1+22)P¢ = [(14 22)?|u)? + (1 = 22)%|v|? + 422|w|? + 2(1 — z*)Re(Tv)+
+42(1+2%) cos(w~ a1 +8) |u| |w|+42(1-22) cos(w—az+B)|v]| |w|]¢+
+[(1+ 22)?[u? + (1 — 22)|v[? + 42%|w|? = 2(1 — 2*)Re(Tv) - 42(1 +
+22) cos(w — ay + B)|u] jw| + 42(1 — 2?) cos(w — az + B)|v] |wl}? +
+49[2%|v|? + 2*|w|? + 222 cos(w — az + B) || |;u|]q +42[2%|p|? + w|? —
—22 cos(w — ag + B)|v] |w|}d + 2P (1 + 22)¢ Z{[lmk,ll2 + 22|z 0| +

k=3
+2z cos(w + vx)lzr 1] J2r 20+

+Hz2lzpa|? + |zk,2|? — 22 cos(w + 1) |2k 1 128,201}
La partie de ’expression de droite qui appartient au sous-espace engendré par
les fonctions sin(qw) et cos(qw) doit étre nulle. D’ol

0= 22413281 = 2)olult | L cost(az — ) cos(aut

_1
2(g-1)

+(—1)(q“1) sm Y ay — f) sm(qw)] +8723|y|?w|? [ 1 3 cos #(ag = B) cos(qw)+
+(- 1)(9"1) sm oz - B) sm(qw)] ~ 8229 |y|?|w|? [3(-5:}-7) cos?(ag — B) cos(gqw)—

_(-1)(q—1)

sm (ay — ) sm(qw)]

et par suite,
0 = |of¥]w|?[2(1 - 2%)7 + 2927 — 29,

En faisant z = 0, on obtient vw = 0 car ¢ # 1.

Si v = 0, on développe le membre de droite de 1’égalité () suivant les fonctions
sin(k(w — o1 +f)) et cos(k(w—ay+8)), k variant de 0 & g—1. La nullité du coefficient
de cos((g — 1)(w = 1 + B)) donne aprés simplifications

0= [(1+2%)[uf® + 42wl ]t~ + 29(1 + 22)0*1.

> Allza 1 a2l P + Jon o P)eost™ () + (=12 it~ ()]}
k=3
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En faisant z = i, on obtient uw = 0. Si u = 0, il vient (cf. (*x))
e(1 4 22 = 27 |wlP(1 + 2°)?,

or (14 22)? ne divise pas (14 z?)?, par conséquent w doit tre nul. On a donc montré
que si v est nul, w est aussi nul.

Lorsque w est nul, on remarque que le polynéme impair figurant dans le membre
de droite de (##) doit étre nul. Aprés développement et simplifications, on voit qu’il
existe deux polynémes P et  tels que

(L+ 25172 P(2%) = 20fP[2 2% + (1 = 22)*)/(1 + 22)° + 2qluP[oP~2(1 - 2)20"24

+9(g = 1)(1 = ) 4o~ H(1 + 22)2Jul® + 4(1 — ) Re(@)?} + (1 - 22)Q().

En faisant z = i dans I’expression précééente, on trouve v = Q.

Traitons maintenent le cas ol p = 2. L’invariance par conjugaison unitaire de
la norme de Hilbert-Schmidt permet de se ramener au cas ol b = 0. On a d’aprés
Pégalité (#x)

e(1+2%)% = a{2(1 + 22)?|uf? + 2(1 — 22)*[v]? + 822|w|® + 82(1 — z%)Re(e“Tw)}.
En faisant z = i, pour tout w, on obtient
0 = |v|? = |w|? + 2iRe(e“Tw).

Il en résulte que v = w = 0.

On observe donc que dans tous les cas, on a v = w = 0. Compte tenu du choix
de la base, cela montre que X ne posséde qu’une valeur propre et que X est un
opérateur scalaire sur tout sous espace stable de dimension 2. On en déduit alors
par une récurrence finie (en prenant une base de trigonalisation pour X) que X est
nécessairement un opérateur scalaire.

La combinaison du lemme 1 et du lemme 2 fournit la preuve du théoréme 1.

Preuve du théoréme 2. Nous nous plagons désormais dans le cas ol p = 2 et onl
X est un opérateur pour lequel la semi-norme ny est constante sur 1’orbite unitaire
U(X) de X.

LEMME 3. Si la semi-norme n, est constante sur Porbite unitaire d’un opérateur
X qui n’est pas un multiple de Pidentité, on a les relations suivantes:

n

n b
nprk+ Y pi=Y e+ pes, pourk€{l,...,n}.
=1 1

=1

=
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Preuve du lemme 3. Notons I, (k) ’ensemble des permutations de {1,...,n} qui

laissent invariant k. Comme X vérifie (+), la somme

er(T) = Z n(U,TUZ)
oeXa(k)

est constante sur U(X), et on a

e(T) = [(ﬂ - Dpp i —(n—2)! (Zpk,j + Zm,k) +

i#k iEk

+ (n —3)! Y s || W Ter )P+
i#E, ik )
i

+ [(n—=2)! (E Pk,j) - (ﬂq" 3)' E pii | | lITexll*+

J#k J#k :;ék

+ |(n—2)! (Zpi.k) = (n-3) pij | | 1T e+
]#k s;ék

ifk

L

(n—2)! (Zm) —(n=3) Y s (ZKTEMI)IZ) +

£k ,;ek :;ék 12k

+Hn =3 Do e |ITIE =

J#k, ifk
i#j

= a(Te, ex)|® + bel|Tex | + cul| T exl| + di (Z I(Te;,e;)lz) + ex||T]l3-
£k

Comme la norme de Hilbert-Schmidt est unitairement invariante, 1’application

o donnée par

0x(T) = ax|(Tex, ex)[? +bil|Ten|l® +cx | T exl|? +di (Z I<T€r,€z>12) , TelL(H),
£k

est encore constante sur ’orbite unitaire de X.



186 GILLES CASSIER et JEAN DAZORD

Pour le calcul de ¢ sur U(X), on peut choisir la base orthonormée (&) de
maniére arbitraire. Si X n’est pas un multiple de ’identité, on considére une base
(1) pour laquelle la compression Y de X sur 'orthogonal E de £; n’est pas multiple
de I’identité. Si V est un opérateur unitaire sur £, on pose

U=a®@aoV

11 vient,

op(X) =ar|(Xe, ex)*+be | Xex|[*+eel| X* ex||*+de (ZI(YEhEJ)I2 =p(U* XU)=
1#£k

= ag|[{Xer, x)|? + be[lU* Xee||® + ex]|U* X*ex || + de ZI(XVE;,V&:)F =
#k

= ap|(Xew, ex)|? + bal| Xer|* + cxl| X x]* + di (Z Y Ve, Ve,)l”)
1£k

D’ou,

di (Zl(Ys;,er)lz) =dg (Z|(YV€!,V51)|2)

Ik #k
pour tout opérateur unitaire V sur E. Puisque Y n’est pas un multiple de l’identité,
on voit, en appliquant le lemme 2 dans le cadre du sous-espace E, que d; doit
nécessairement étre nul. )
On désigne par n,;; la transposition qui échange { et k. Sur l’orbite unitaire de
X,ona

S

‘Pk(T)=% [¢k(T)+E<Pk(U:;,,‘TU,,,,¢) =
£k

[ﬂk zn: [{Ter, en? + (b + Ck)IITlig] :

I=1

On en déduit que ’expression

i)
ax _ [(Ter, el
I=1

est constante sur ’orbite unitaire de X. Comme X n’est pas un multiple de 1’identité,
il résulte du lemme 2 que a; est nul. Ainsi a; et di sont nuls et le lemme 3 s’ensuit
immédiatement. n

LEMME 4. Si la semi-norme ny est différente de la norme de Hilbert-Schmidt
et est constante sur Porbite unitaire d’un opérateur X, alors X est nécessairement
multiple d’un opérateur unitaire.
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Preuve du lemme 4. On a vu précédemment que ’application ¢ est constante
sur U(X). Or, pour un opérateur unitaire U, on a

(X)) = bil| Xe|? + call X exll* = (X" X + cx X X*Jer, 62) =

= (U XU) = bk”XUE),llz +.ck|IX*U€k“2 = (U*{b,,X"X -+ c;,XX*]Ue,,,s;).

L’opérateur positif Zp = bp X*X + ¢; X X* vérifie donc la relation
(Zier,ex) = (U ZaUkss, £x).-

Par conséquent, les valeurs propres de Z sont totutes égales, et Zy = azf avec ax €
€ R}. L’opérateur X vérifie donc la relation

L X*X + e XX* =apl.

Posons R = X*X et S = XX*. Larelation précédente montre que les décompositions
spectrales de R et S s’écrivent sous la forme

m m
R= Zr.-P.- et S= Zr,(,-)P.- avec £y < -+ < T, 0 € I et 1g(F;) = r8(Pos))-
i=1 i=1
Soit (i1,...,4,) un cycle maximal de o (0(i1) = 42, o(i2) = 4s,...,0(ig) = 41). 1l
vient
brri, +cxri, = ap
beri, + crriy = o

beriy + Ceriy = .
Ce que l’on peut encore écrire sous la forme (avec u et v non nuls)

ri, = u+org,
iy = U+ Urg,

. u vu . ]
Sivg{-1,1},onanr, = 1= etor;, =1y —u= T— d’ont r;, = 1y, ce qui
est impossible lorsque g > 1, ¢’est-a-dire lorsque X n’est pas multiple d’un opérateur

unitaire.
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Le cas v = 1 est impossible car u # 0 et si v = —1 on obtient pour ¢ > 2,
u =71y + 1, = 1, + 7y, ce qui est absurde. Maintenant si ¢ = 2 et v = 1,
les relations brry, + crri, = ap et dpri, + cxri, = o entrainent by = ¢x. On a donc
montré que si X n’est pas un multiple d’un opérateur unitaire, on avait nécessairement
b = ¢t

Nous supposons désormais que X n’est pas un multiple d*un opérateur unitaire.
On peut donc considérer sans restreindre la généralité du probléme que X vérifie la
relation ‘

X*X+XX*=2I

D’ot, en désignant par sp(T') le spectre d’un opérateur T
sp(R)\ {1} =sp(S)\ {1} = {r1,2=r1,r,2— 1o, ..., 15,2 —1,}, avec 0 < 1.

Posons E; = ker(R — r;I) @ ker(R — (2 —r;)I); les deux sous-espaces intervenant dans
cette somme directe sont de méme dimension (on note respectivement P; et Q; les
deux projections orthogonales sur-ces sous espaces). Si z € ker(R — r;I), on a

RXz =2l - 8)Xz =2Xz2 - XXXz =2Xz— XRz = (2—-r)Xz.

Cela implique que le sous-espace E; est stable par X, et que, si I’on note X; la
restriction de X a E;, la matrice de X; par rapport & une base orthonormée respectant
la somme directe ci-dessus est de la forme

0 B
x=[" 7).
11 vient AA® 0 P 0
vy | ik *
' X‘X"[ 0 B*B]‘[ 0 (2—r,-)o.-]
et

XiX? = [BB‘ 0 ] - [(2—r,-)P,- 0 ]

0 AA* 0 Qs

On voit donc que A et B sont de la forme A = 5;U; et B =¢;V; ot s; et t; sont deux
réels positifs tels que s? +t? = 2, et ol U; et V; sont deux opérateurs unitaires. On
en déduit que X est de la forme

0 uw | )
[31U1 0 ] : 0" 0
0 0 tsz]
8205 0 |
0 .V,
[s U "0”] 0
i 0 "0 w ]
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ol W est unitaire.
Considérons un opérateur Y de la forme

[ 0 SUQ}
Uy 0 )]

ol r et 5 sont deux réels tels que 2452 = 2, et ot U; et Us sont des matrices unitaires
d’ordre ¢ > 1, Dans le cas oil = et s sont tous les deux non nuls, I'opérateur unitaire
U = U U, se diagonalise sur une base orthonormée e;; on a donc Uep = e?if¢y.
Posons zj = \/ge_ia‘Uzck, Yk = ek, ux = (z:) et uf, = (-;k) On vérifie que
uy est un vecteur propre de Y pour la valeur propre ap = /rsei®*e; et uj est un
vecteur propre de Y pour la valeur propre —ax. On introduit la famille de vecteurs
{m, ¥, ..., vy, v} définis par

r s§—r 1 fs+r ‘
V= u t A J————y! +=V‘——u'.
b rrer & TG s(s+7) T3 s ¥

La famille de vecteurs {11, 21, ..., g, v} est une base orthonormée dans laquelle

la matrice de Y est de la forme

- [a1 (51 - rl)eial] -

0 Ll 3

0 0

om  (6m — rm)eil?m
0 0 ‘
L 0 L —Qm o
L’examen des cas r = 0 ou s = 0 montre que Y est encore de la forme précédente,
avec @3 = -+ = o, = 0 (Y2 = 0). On en déduit que ’on peut choisir la base
orthonormée () de sorte que la matrice de X dans cette base soit de la forme

T\ — i61 -
[ 1 (s1—r)e ] 0 0
0 —X1
0 .
0 —Am
giém+1 0 0
0 0 0 0

- 0 0 glfn-m ]
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oil les réels r; et s; sont distincts et vérifient la relation (r;)? + (s:)? = 2, ol les A;
sont des nombres complexes tels que |X;|? = r;s;, et ot les 6; sont des nombres réels.
Comme la semi-norme ny est non nulle, on déduit du lemme 3 qu’il existe an
moins un coefficient p;; qui vaut un, et on peut supposer pour la suite que p;,1 = 1.
Soit F le sous espace engendré par g1 et £5. Si V est un opérateur unitaire sur Fy,
on pose
Uey = Ve, Uea = Veg et Uep =& pour k > 2.

1l vient
PX) = p(U*XU) = pral{V* XVer, e1)* + pr,2(V* X Ve, e2) [+
+o20(V* X Ves, €)* + po ol (V* XVer, )P+ Y. posl(Xes, 652

G@)g{1,2)?

Il en résulte que 'opérateur

A1 (81— rl)eiel}

Y, =
! [0 Y

a une orbite unitaire sur laquelle la fonction p’
P¥)= 3 piil(Yeie)
(i.j)e{1,2}?

est constante. En considérant I’opérateur unitaire V défini par Ve; = €3 et Veg = €1,
on voit que ’expression
P¥)+A (VYY) =

= (o1 4 p2,2) = (P12 + p2,1) (Y e, 1) + (Y2, 2) %] + (p1,2 + p2,1) Y13

est constante sur l’orbite unitaire de Y;. Comme la norme de Hilbert-Schmidt est
invariante par conjugaison unitaire, on en déduit que la quantité

[(P11 +p2,2) — (1,2 + p2, )Y er, 1) 2 + |{Y €2, €2) 7]

est constante sur orbite unitaire de Y;, qui n’est pas un multiple de ’identité. On
obtient, en utilisant le lemme 2, ’identité

P+ p22=p12+p21.

Le coefficient p; 5 est non nul. En effet, si P22 = 0, on a d’aprés I'identité ci-dessus
P(Y) = [[¥eil? ou p/(Y) = ||[Y*e1|?,’d’t , puisque p’ est constante sur Ut),
P(N) = |Yaz||? ou p'(Y) = ||Yy*2||? lorsque ||z|| = 1; cela impose & ¥; d’étre un
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multiple d’un opérateur unitaire. On aboutit donc & une contradiction. On obtient
donc
pre=pr2=p12=p21= 1.
En faisant le méme type de raisonnement pour le sous espace F; engendré par
€2i—1 et €2 (1 € i € m) et Popérateur

i (s~ f;)ei”"] 1

Y.'=[0 —Ai

on voit que ’on a nécessairement
P2i=1,2i-1 = P2,2i = P2i=1,2 = P2izi-1=1

ou

Pri—12i-1 = P2i2i = P2i-1,% = P2s,2i-1 = 0.

Supposons que pa;_1,2i-1 = Pai,2i = p2i-1,20 = p2i,2i-1 = 0, on considére alors le
sous espace Fy @ F; et P’opérateur

[Al (81 - 7‘1)6“1
0
z=|10 XM :
' 0 [/\g (8.’ - r;)e”"]
0 ~Ai

L’opérateur Z; n’est pas multiple d’un opérateur unitaire et vérifie la relation Z} Z; +
+2;2} = 2I. (||Zi||} = 4). La semi-norme n, est constante sur I’orbite unitaire de X,
on en déduit (comme dans le cas de 1’opérateur Y; agissant sur E;) que I’expression

D= 3 peal{Ter, )
kJ1€{1;2;2i{~1;2{}

)

est constante sur P’orbite unitaire de Z;. Dans ce cadre, on peut appliguer le lemme 1
et le lemme 2, on obtient alors, en posant I = {1;2;2i — 1;2i},

1 - 1 . 1 .
P (T) =1q % Pkk | — 12 “ZGI Pr,i
9]

(ZI(T&,&:)P)-!“I% > ewa LTI,

kel klel
k#l

pour T appartenant & l'orbite unitaire de Z;. La norme de Hilbert-Schmidt étant
constante sur Porbite unitaire de Z;, on a d’aprés Ie lemme 2,

3Zpk,k = Z Pk

kel kel
k£l
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d’ou .
’ 1 ]
y = [ Sos] 150 = T =2

Lkel kel
Le raisonnement montrant que bz = ¢; lorsque X n’est pas le multiple d’un opérateur
unitaire peut étre repris pour l'opérateur Z;. Il fournit, compte tenu du lemme 2
appliqué & Z;, les relations

P12i-1+ p1,2i = pri-1,1 + p2ip =1
P2,2i—1F p2,2i = pri—12+ p2i2 =1
P2i-1,1 + P2i-1,2 = p12i-1 + p2,2i-1 =1
p2i1 + poi2 = przi + p22i = L.

1l y a donc quatre possibilités pour la fonctionnelle p”:
1) p"(T) = {Ter, 1) P+ (T2, )12 +1(Ter, €2 + |(Te2len) |+ {Tei-1, €2) +
+ [(Teas, €2)|% + [{Te1, €23) | + [(Tea, €2i-1) 1%
2) p"(T) = {Ter, 1)1 + [(Te2,€2)[2 + [{Tex, €22 + [(Ten, €12 + [{Teas, e)* +
+ [{Te2i1,£2)|* + {Te1, €20} |2 + [{Te2, €2i-1)%;
3) p(T) = I(Tel,€1)V+I(T€2:82)|2+f(TEnsz)!’+I(Tf?z,61)i2+l(T€2s—1,51)| +
+ [(TEz,,Ez)Iz + |(T€1,€2,_1)|2 + ﬂ(TE:z, 52')' 3
4) p"(T) = {Ter, )2+ (Te2, €22 + {Ter, €2) |2+ [{Tea, £1) [P+ {Te2i1, €2) >+
+ [(Teai, e1)I? + [(Ter, 2i-1)|* + KTez, e} .
On a vu précédemment que dans une autre base orthonormée Z; pouvait se mettre
sous la forme

Zi = [ 0 tiWi] , ott V; et W; sont unitaires.
5 V; 0

Comme (5;)% + () = 2 et comme Z; n’est pas unitaire, on a nécessairement s; > 1
ou #; > 1. Supposons par exemple s; > 1 (le cas {; > 1 est analogue) et considérons
Popérateur unitaire

I o
v= [0 V]
il vient .
sl 0

Dans les cas 3) et 4), on obtient 2 = p(Z;) = p"(U* Z;U) > 2(s;)? > 2, ce qui est
absurde. Dans le cas 1), on conjugue par ’opérateur unitaire

W; 0
f k3
U‘[o 1]‘

et on aboutit & la méme contradiction. Dans le cas 2), on conjugue par 'opérateur
unitaire U'U", ou U” est 'opérateur qui échange £2;_1 et £2) en laissant €; et €2 fixes,
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on se raméne ainsi an cas précédent. On voit donc que dans tous les cas, on aboutit

a une contradiction, par conséquent on a obligatoirement
P2i—1,2i-1 = P2i,2 = P2i-1,2i = Paizi-1 =1, pour 1 i< m.

Pour m + 1 <1 € n— m, on considére le sous espace Fi @ Ce; et P'opérateur

AL (81 - 1'1)ei91 0
=0 -xn 0
0 -0 elft

L’opérateur T} n’est pas multiple d’un opérateur unitaire et vérifie la relation 7777 +
+T1T7 = 2I. La semi-norme ny est constante sur l'orbite unitaire de X, on en déduit
que ’expression

A(T) = Z Prm|{Ter, em)|?,
kme{1;2,7}

est constante sur 1’orbite unitaire de 73. On a
1
ps(Tl) = 2]A1|2 + ]Allz(sl P r1)2m_ + p‘v'z = 2 + Pl,i-

D’autre part, en conjuguant T3 par l’opérateur unitaire U qui permute de maniére
circulaire les éléments de la base, on obtient

i

1
) = 1+|z\1|2+p;,1]).1|2+p1,2|A1|2(s1—r1)2a = 1+(1+p)81r14+2p1,2(1 —8171).
Puisque s17 # 1, I’égalité
24 p10 =14+ 1+ pa)sirs +2p12(1 — s171)

implique p1; = py2 = 1.
En récapitulant ce qui précéde on voit que p; ; = 1 pour 1 < ¢ < n. Cela entraine,
compte tenu du lemme 2,

n n n
2n=npe; + pr,a = Zp;,k + Zpk,z, pour k € {1,...,n}.
I=1 1=1 I=1
Il s’ensuit que p; ; = 1 pour tout couple (3, §), et par conséquent la semi-norme ny est
la norme de Hilbert-Schmidt. On a donc montré que si X n’est pas le multiple d’un
opérateur unitaire, alors la semi-norme ny est nécessairement la norme de Hilbert-
Schmidt, ce qui achéve la preuve du lemme 4.

LEMME 5. Soit T un opérateur. On a I’égalité |{Tz, y)| = {Ty, z}|, pour tout
couple de vecteurs orthogonaux (z,y), si et seulement si T = al + bS ot a et b sont

deux nombres complexes et S est un opérateyr auto-adjoint.
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Preuve du lemme 5. Supposons que T soit un opérateur qui vérifie I’égalité
Tz, y|) = |(T'y, )|, pour tout couple de vecteurs orthogonaux (z, ). On voit en trig-
onalisant 7" suivant une base orthonormée que T est normal, la réciproque étant vraie
en dimension 2. On considére un triplet de valeurs propres (e, 8,7) de T associées
aux vecteurs propres (v, V2, v3). Soient z = uvy +vve+wyg et y = u'ny +v'va+w'yy
deux vecteurs orthogonaux, il vient

|ow® + Bov’ + yu| = (Tz,y)| = (T, z)| = + BV + Fuw'|.
On en déduit que pour tout couple (@, b) de nombres complexes, on a
la(e = 7) +5(8 - )| = la(@~7) + (B -7)l,
ce qui équivaut &
Refab(or—7)(B - 7)) = 2Relal(@ - 7)(8 ~ 7).
Comme les nombres complexes a et b sont arbitraires, ’égalité ci-dessus entraine
(@=N@B-7)=@-7)(B-7)

Les points «, 3 et 4 sont donc alignés et T est bien de la forme indiquée. La réciproque
est immédiate. a

Terminons le preuve du théoréme 2. Sans restreindre la généralité, on peut se
ramener au cas ol pi;y = 1 pour 1 I < ket p1y = 0 pour ! > k, et ol la semi-
norme ny est constante sur l’orbite unitaire d’un opérateur unitaire X qui n’est pas
un opérateur scalaire. On obtient d’aprés le lemme 3.

20k = z (p,,+zp.,.) -3 (zp,-ﬁzp,,,) —23 s

i=1 I=1 \igl §# ii=1
Dot
n i 3
nk = Zm,s—-E(Em+Zm Zm, -3 m; +1)+ S pi=
i,j=1 i=l . [£31 §=1 §5>E
n { { n
= n+k—zpi,r->:m,j+1 +Zm,j>
=1 i=1 ,’:1 ii>k

b

2 (n+k-2A+1)+ zp,,,--_-nu zp,,,

=1 $,i>k i,i>k
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Il en résulte que l’on a p; ; = 0 pour i et j strictement supérieurs a k et p; ; = 1 pour
i et 7 inférieurs & k. v

Puisque na est constante sur ’orbite unitaire de X on peut prendre pour base
orthonormée (&,) une base de vecteurs propres. Soit [ un entier inférieur a &; on note
E le sous-espace engendré par €, €x41,Ek+2, - - -, En, et Y la compression de X sur E.
Si V est un opérateur unitaire sur E, on considére Popérateur unitaire U = IgL ® V.
L*égalité n(U*XU) = n(X) donne n/(V*YV) = n/(Y), o 1’ est la semi-norme définie

sur L(F) par
%

n'(8) = S piil{Sei el
i,je{l,k+1,..n} )

Comme X n’est pas un opérateur scalaire, on peut supposer que £; et €41 sont deux
vecteurs propres correspondant & deux valeurs propres distinctes. Par conséquent,
P’opérateur Y n’est pas un opérateur scalaire, et le lemme 3 appliqué & n’ donne:
1= p1; + pi,, pour § variant de k + 1 & n.

Or p; ; vaut 0 ou 1, on voit donc qite la semi-norme ny est nécessairement de la
forme suivante '

k
@)= Y Tee)l+> | D TP+ KTaadP | ]
i,i€{1,...k} =1 \jeh ielf
ott I; désigne une partie de {k+1,...,n} et If son complémentaire dans {k+1,...,n}.
On distingue ensuite deux cas.
Le premier correspond au cas ol tous les I sont vides ou tous égaux a
{E+1,...,n}. Alors,

k 3
n(T) = (ann?) ,

. i=1
ou bien

% %
na(T) = | D_IT"01* |
j=t

et il est clair que ns est constante sur 1’orbite unitaire d’un opérateur si et seulement

si cet opérateur est le multiple d’un opérateur unitaire.
Le second correspond au cas ot ’un des I est distinct du vide et de {k+1,...,n}.
On peut supposer qu’il s’agit de Iy, que k+ 1 € I, et que k + 2 € I;. En remplagant
an besoin ng par || {lz — ns, on peut également supposer que k est inférieur & la partie
entiére de n/2. Comme X est unitaire, on prend pour €y, . .., £x~1, une base d’un sous
espace propre de X et pour £;41 un vecteur propre de X. On note Z la compression
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de X sur le sous espace F engendré par €x,£k41,.-.,En. On voit que la semi-norme
définie sur F par:

' ]
ﬂ"(5)=6(5€k,Ek)IZH(SEk;SkH)Izﬂ(SEstEk)iz'i-( S Ser, &)Y [(SE{,E}:)]Z))
' 31" ierg
i>k43 i2k43
est constante sur ’orbite unitaire de Z.

En considérant 1’opérateur unitaire sur F, qui échange &34 et €x42, il vient,

(Zex, ex41)? + (Zersa, ex)? = [(Zer, exa2)? + [{Zersr, €6) .

Compte tenu que €41 est un vecteur propre de X, donc également de Z, on obtient

K Zexs2, ex)l* = [{Zer, ex42)]-

On note G ’orthogonal du sous espace engendré par €1, ..., k-1 €t €x41. Remarquons
que le choix de la base orthonormée {ex,x42,...,6n} de G est arbitraire. On voit
donc que la compression Z; de X sur G vérifie ’égalité |[(Z1z, y)| = [(Z1y, z)|, pour
tout couple de vecteurs orthogonaux. D’aprés le lemme 5, les valeurs propres de Z;
sont alignées. Comme Z; est unitaire, il a au plus deux valeurs propres. La liberté
du choix des vecteurs ¢, ..., £x-1, k41 montre que X lui-méme posséde au plus deux
valeurs propres.

Réciproquement, si X est le multiple d’un opérateur unitaire ayant au plus deux
valeurs propres, il vient d’aprés le lemme 5, pour une base orthonormée quelconque,

3
k
”Z(X)=( > UXee)P+) ZI(XEI,EJ')P""ZI(X6£,€1)|2)) =

§,56{1,....k} 1=1 \jel i€lf

E %
= (EIIXE.'H"’) = |a|VE.

i=1

Cela termine la preuve du théoréme 2. L
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