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ABSTRACT. Let M, N be von Neumann algebras, X an M-N-correspondence
and Y an N-M-correspondence. We introduce and characterize Hilbert-
Schmidt operators between ¥ and X. These operators are our main tool
to define the index of a vector in the composition ¥ @ X. In a subsequent
paper, this notion will be used to study the dimension of a correspondence.
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INTRODUCTION

La notion d’indice fini dans les algébres de von Neumann a été introduite par
V. Jones ([12]) dans le cadre des facteurs de type II;. Dans [17], M. Pimsner
et S. Popa ont remarqué que cet indice était en fait attaché i I’espérance con-
ditionnelle canonique E reliant les traces, et ’ont calculé comme D’inverse de la
borne inférieure des k > 0 tels que E — kId soit positive, suggérant ainsi la notion
d’espérance conditionnelle d’indice fini. Par la suite, H. Kosaki ([13]) dans le cas
des facteurs, M. Baillet et les auteurs ([3]) dans le cas général, ont défini I'indice
d’une espérance conditionnelle. Les deux approches pour ces généralisations sont
différentes. La premiére s’appuie essentiellement sur la théorie spatiale de A. Connes
([4), tandis que la deuxiéme utilise les outils des modules hilbertiens autoduaux
([16), [21]). Bien que déja dans les travaux de M. Pimsner et S. Popa, certains
résultats soient exprimés en termes de modules hilbertiens, c’est la premiére ap-
proche qui a le plus souvent prévalu dans les travaux ultérieurs. En particulier
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dans [19], S. Popa répertorie les différents aspects de la notion de correspondance
et donne une définition de I’indice d’une correspondance entre facteurs finis qui
n’utilise que la version au sens de A. Connes ([5]), ¢’est & dire un espace de Hilbert
muni d’actions normales d’une algébre de von Neumann M & gauche et d’une
algébre de von Neumann N & droite. Pour notre part, nous avons choisi de con-
sidérer une correspondance de M 3 N comme un N-module hilbertien autodual
X, muni d’un morphisme normal 7x de M dans Ln(X). Le lien entre ces deux
visions est contenu dans les travaux de M. A. Rieffel ([21]) et a été explicité dans
[3]. Dans notre point de vue les méthodes deviennent plus algébriques, le recours
4 la théorie de Tomita est limité & I’existence d’une forme standard démontrée par
U. Haagerup ([8]), et le cadre parait bien adapté a I’étude des correspondances
d’indice fini. Le présent travail est un prolongement de ’étude entreprise dans
[3], le cas de I’espérance conditionnelle devenant un exemple naturel. En effet,
si E est une espérance conditionnelle d’une algébre de von Neumann M sur une
sous-algébre de von Neumann N et ¢ l'injection canonique de N dans Af, on ob-
tient par représentation de Gelfand-Segal, deux couples (X(E),&g) et (X(¢), &) ou
X(E) est une M-N-correspondance et X(z) est une N-M-correspondance. Les es-
paces de Hilbert associés & X(¢) et X(F) sont conjugués I'un de 'autre. De plus le
vecteur & @£ de X(:)®X(E) est primordial dans la définition de I'indice de £ ([3]
Théoréme 3.5). Dans cette définition, apparait un vecteur de X(E) ® X(¢) soulig-
nant une certaine symétrie des roles joués par M et N. Par ailleurssi M = N = C,
il est bien connu qu’un espace de Hilbert H est de dimension finie s'il existe un
opérateur de Hilbert-Schmidt sur H qui soit bijectif. Or un tel opérateur est défini
par un vecteur de ‘H® H. Partant d’'une M-N-correspondance arbitraire X, nous
sommes conduits & introduire sa N-M-correspondance adjointe X. Un vecteur u,
central dans X ® X, c’est & dire sur lequel les actions & droite et & gauche de N
coincident, définit un opérateur de Hilbert-Schmidt, noté #, de X dans X. Le
vecteur u est dit faiblement d’indice fini si % est bijectif. Il n’est pas clair que &~?!
soit alors donné par un vecteur v de X ® X. Si c’est le cas, v est unique, et on dit
que u est d’indice fini. Nous définissons alors I'indice du vecteur u, qui dans le cas
de facteurs est le réel (u,u)(v,v). La correspondance X sera dite d’indice fini s’il
existe un vecteur d’indice fini dans X ® X. Si I’on revient & I’exemple d’un espace
de Hilbert H, tout vecteur d’indice fini dans H ® H est d’indice supérieur au carré
de la dimension de H. Pour une correspondance entre facteurs les résultats de
([11], [14], [10]) assurent l’existence de vecteurs d’indice minimal, et permettent
de définir P’indice d’une correspondance. Cette étude fait ’objet d’un deuxiéme
article ([6]).
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Le chapitre 1 est essentiellement destiné 4 donner les propriétés des corres-
pondances dont nous aurons besoin. Aprés avoir fixé les définitions initiales et
les notations (Section 1.1), nous montrons que si X est une M-N-correspondance
et Y une N-P-correspondance, tout vecteur de la composée ¥ ® X admet une
décomposition canonique relativement & une base orthonormale de Y,

La Section 1.3 montre que la structure de bimodule d’'une M-N-correspon-
dance X conduit & construire de nouvelles correspondances:

¢ L'équivalence de Morita 4(X) ol Vaction & gauche de Ln(X) remplace
celle de M.

e La M — Ly (X)-correspondance J(X) issue de la construction de Gelfand
du morphisme de structure 7.

Cette derniére correspondance est importante: la décomposition X = J3(X)®
U(X) prouve que I’étude de X est intimement liée & celle de mx. En particulier,
nous montrerons ([6]) que X et J(X) sont simultanément d’indice fini.

Le foncteur reliant la correspondance Hx au sens de A. Connes avec X, per-
met de définir ’adjointe X par la formule Hyx = Hx', ot Hx' désigne Pespace
de Hilbert conjugué de Hx muni de sa structure canonique de M-N-bimodule.
En général X n’a pas de description simple, mais, si F est un poids opératoriel
fini fidéle de M dans N et si ¢ est 'injection associée, on a X(¢) = X(F) (Propo-
sition 1.4.3). Il est également possible de calculer ’adjointe d’une équivalence
de Morita grace au théoréme 1.5.3, oll nous déterminons la forme standard de
Ln(X) a partir de celle de N. Ce résultat fondamental, analogue & la proposition
3.1 de [22)], permet en outre de montrer que tout poids opératoriel fini de Ln(X)
dans M est déterminé par la donnée d’un vecteur central de X ® X . Enfin, pour
une M-N-correspondance X, nous effectuons une construction de base en con-
sidérant Palgébre M; = Ln(X) et la M;-M-correspondance 4(X)®X . En partant
également de X et en itérant ce processus, nous définissons deux tours d’algébres
de von Neumann et deux suites de correspondances. Dans le cas d’une inclusion,
on retrouve les constructions de [19] et [7]. Remarquons que dans ce cadre on ob-
tient facilement que My, 41 est 'algébre construite & partir de X, @ Xpn-1®:--®Xo
([19] Théoréme 2.6).

Le chapitre 2 est consacré aux principaux outils de notre étude. Il s’agit
d’associer & chaque vecteur d’une composée, des opérateurs qui traduisent assez
fidélement les caractéristiques de ce vecteur. Plus précisément, si X est une M-
N-correspondance et Y une N-M-correspondance, tout vecteur u de Y ® X donne
naissance (Section 2.1) & un opérateur de Hilbert-Schmidt, noté %, de Y dans X.
Nous caractérisons (Section 2.2) ces opérateurs M-N-antilinéaires par les condi-
tions proches de celle qui définissent les applications complément bornées. Par
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ailleurs, nous étudions (Section 2.4) les opérateurs de tensorisation & droite et a
gauche par u. Ces deux opérateurs sont fondamentaux dans ’étude de la composée
des correspondances ([6]).

La notation d’indice fini est analysée dans le troisiéme chapitre. Le théo-
réme 3.2.3 donne, parmi d’autre, deux caractérisations importantes pour qu’un
vecteur u de Y ® X soit d’indice fini:

o Pexistence d’un (unique) vecteur @ de X ® Y, dit vecteur associé¢ d u, tel
que @ et @ soient réciproques 'un de Pautre;

® D'existence d’un poids opératoriel normal fini F de Ly(X) dans M qui
vérifie F(BA(v) u(y’)) {y,v) pour tous 1,3/ de Y.

S’i] existe un vecteur u de Y ® X qui vérifie ces conditions, la correspondance
Y n’est autre que X et on dit que X est d’indice fini. On définit alors l'indice de u
comme la composée de I’action & gauche de (u,u) et de 'action a droite de (u, u)
sur X.

Dans P’exemple d'un poids opératoriel E, nous montrons que E est d’indice
fini au sens de ([3]) si et seulement si le vecteur 1 @ £g est d’indice fini. Nous
constatons alors que la normalisation habituellement choisie pour une espérance
conditionnelle masque la symétrie de la situation. Dans le cas général, étant donné
un vecteur central ude X® X , 'intéresser & 'indice du poids opératoriel F, défini
par u, revient & considérer le vecteur Id x®u de J(X)®(4(X)®X). Nous montrons
que u et Fy sont simultanément d’indice fini (Corollaire 3.3.5) et dans ce cas nous
pouvons compléter notre construction de base. Les tours de Jones sont alors dotées
d’une double suite de vecteurs d’indice fini et de poids opératoriels finis d’indice
fini, avec conservation des indices. Si M et N sont des facteurs, nous obtenons
que les valeurs de I'indice de u sont celles déterminées par V. Jones ([12]).

Nous terminons cet article avec une premiére application de cette théorie.
L’une de nos motivations initiales était de dégager une notion d’indice fini pour
une application complétement positive ¢. Une approche naturelle est ’étude de la
correspondance X(¢). Malheureusement, dans le cas général, un poids opératoriel
fini peut ne pas étre d’indice fini bien que sa correspondance le soit (Proposi-
tion 3.4.7). Or ’exemple fondamental du couple (E,:), oii E est une espérance
conditionnelle et ¢ est I'injection canonique, montre ([3] Théoréme 3.5) que E est
d’indice fini si et seulement si il existe une constante K > 0 telle que K(t0 E)~1d
est complétement positive. Si nous considérons deux apphcatxons completement
positives ¢ de M dans N et ¢ de N dans M, les vecteurs fsa et E.‘l, des cor-
respondances duales X(tp) et X(w) définissent deux applications complétement
positives @ de N dans Lnx(X(¢)) et ¢ de M dans Lar(X(¥)). Nous obtenons
(Théoréme 3.4.4) que X(¢p) (ou X(¢)) est 'indice fini si et seulement si il existe
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deux constantes I > 0 et K’ > 0 telles que K(rx(p)o %) — & et K'(mx(p) o) — ¥
gsoient complétement positives, auquel cas X(p) = X(¢)). Nous sommes alors en
mesure de définir Uindice du couple (i, 1) (3.4.5), confirmant la encore la symétrie
de cette présentation. Dans le cas particulier d’une espérance conditionnelle, nous
obtenons que Ind (E) = Ind ((E,¢)). Mais définir I'indice d’une inclusion ¢ de N
dans M pose le probléeme du choix d’un poids opératoriel fini £ de M dans N tel

que le couple (¢, E) soit d’indice fini (Proposition 3.4.9). Résoudre cette question
conduit & définir 'indice d’une correspondance ([6]).

1. CORRESPONDANCES

1.1. DErINITIONS ET NoTATIONS. Dans toute la suite M, N et P désigneront
des algébres de von Neumann. Nous supposerons connues les proprietés des N-
modules hilbertiens a droite ([16], [21]). Si X est un N-module hilbertien & droite
Ln(X) sera ’algébre de von Neumann des opérateurs N-linéaires continus sur X
admettant un adjoint continu. Pour tous & et 2’ dans X, nous désignerons par
0zz Vopérateur z - (z',-) et par K} (X) I'idéal bilatére de Ly (X) constitué des
sommes finies de ces opérateurs.

Une M-N-correspondance est un M-N-bimodule autodual normal X, la
structure de M-module & gauche étant définie par la donnée d’un morphisme
unifére normal mx de M dans Lx(X). Si ce morphisme est injectif, nous dirons
que X est non dégénérée & gauche; dans le cas ol I'idéal engendré par I'image du
N-produit scalaire est ultrafaiblement dense dans N, nous dirons que X est non
dégénérée & droite. Une M-N-correspondance sera dite non dégénérée si elle est
non dégénérée 4 gauche et a droite.

Soit X une M-N-correspondance. Nous désignerons par a7 Ln(X) la sous-
algébre de von Neumann de Ln(X) constituée des opérateurs qui commutent &
I’action & gauche de M. Cette sous-algébre contient en particulier I'image par
mx du centre Z(M) de M, ainsi que le centre de Lx(X) qui est ’ensemble des
opérateurs de multiplication & droite px (¢) avec ¢ dans Z(N). Nous dirons que X
est irrédictible si elle ne posséde pas de sous-correspondances propres, c’est a dire
si prLn(X) est réduit aux scalaires.

Deux M-N-correspondances X et X’ sont dites équivalentes il existe un
isomorphisme M-N-linéaire de X sur X' respectant les produits scalaires. Dans la
suite nous ne distinguerons pas une correspondance avec sa classe d’équivalence et
C(M, N) désignera la collection des classes d’équivalence de M-N-correspondances.

Si @ est une application complétement positive de M dans N nous désignerons
par (7, X(y),€,) sa représentation de Gelfand-Segal. ([16] Théoréme 5.2.). En
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particulier X(Id 5) est la correspondance triviale sur N que nous noterons ly.
Nous identifierons toujours Ly(1n) et N.

Si N C M nous noterons Py(M, N) P’ensemble des poids opératoriels nor-
maux finis fidéles de M dans N, et £(M, N) ’ensemble des espérances normales
fidéles de M dans N.

Si Z est une M-M-correspondance nous désignerons par ¢(Z) I’ensemble des
éléments z de Z tels que pour tout m € M on ait m .z = z - m; on dira qu'un tel
vecteur z est central. On remarque que c(Z) est une Z(M)-Z(M)-correspondance
([3] Proposition 1.7.).

Soit X dans C(M,N). Alors X est le dual d’un espace de Banach ([16]
Proposition 1.8.) et nous désignerons par ¢ la topologie sur X définie par cette
dualité. Rappelons qu’une suite généralisée bornée (z;)i converge vers z pour
la topologie o si et seulement si pour tout y de X la suite généralisée ({y, z:));
converge ultrafaiblement vers {y, z).

Rappelons encore ([16]) qu’une suite généralisée bornée (T;) de Ly (X) con-
verge ultrafaiblement vers 0 si et seulement si, pour tous z,z’ de X la suite
généralisée ({z’, Ti(z))): converge ultrafaiblement vers ¢ dans N.

Pour une famille (a;);es d’éléments de X, on vérifie facilement que les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(hVzeX, z= Z;a.- -{ai, z);
() dx = ZIGQM: Een topologie ultrafaible;
i€

(i) Idx = sup 3. 044, dans Cy(X), ol Py(I) désigne 'ensemble des
KeP;(I)ieK
parties finies de I.

Une telle famille (a;)ier sera appelée une quasi-base de X; si de plus les
a; sont deux a deux orthogonaux et si {a;, a;) est un projecteur pour tout i, on
retrouve la notion de base orthonormale.

1.2. COMPOSITION DE CORRESPONDANCES. Nous commengons par rappeler cer-
tains résultats de M. A. Rieffel ([21]).

1.2.1. DEFINITIONS. Soient X dans C(M,N) et Y dans C(N, P). Nous
désignerons par X @ Y le produit tensoriel algébrique au dessus de N, muni des
actions naturelles de M a gauche et de P a droite, et du produit scalaire caractérisé
par (2@ y,z' ®Y) = {y,(z,2') - ) pour tous z,2' de X et y,/ de Y. La
correspondance composée de X et Y, notée X @ Y est le complété autodual de
XOT.

Les correspondances triviales sont les unités pour cette composition et une
correspondance X dans C(M, N) est inversible s'il existe Y dans C(N, M) telle que
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X®Y =1y et Y ® X = 1y; par associativité du produit tensoriel I'inverse est
unique et est noté X1,

Nous pouvons également définir sur X ® Y une action & gauche de Ln(X)
et une action & droite de 1’algébre opposée de yLp(Y) en posant pour tous v €
XQY,Seln(X)et T en Lp(Y)

S v-T°=(SQUdy)(ldx @ T)(v) .

1.2.2. REMARQUE. Si X et Y sont non dégénérées & droite (respectivement

4 gauche) alors X ® Y est non dégénérée & droite (respectivement & gauche). Pour

la non dégénérescence a droite la démonstration est immédiate, pour celle & gauche
il suffit d’appliquer ([1] Lemme 1.5).

1.2.3. PrOPOSITION. Soit X dans C(M, N).
(i) 8i U est inversible dans C(N, P) alors

Lp(X@U)=Ly(X)®Idy et MLp(X@U)=pmLy(X)®1dy.
(i) $i V est inversible dans C(P, M) alors pLn(V @ X) = 1dv @ LN (X).

Preuve. (i) Par induction on obtient deux morphismes d’algébres de von
Neumann, M-linéaires, I'un de Ln(X) dans Lp(X ® U) qui & S associe S@ Idy,
Pautre de Lp(X ® U) dans LA(X QU ® U™?) qui & T associe T ® Idy-:. Ces
deux applications sont réciproques I'une de ’autre grace & P’identification entre X
et XQUQU™L

(i1) De maniére analogue on montre que P’application de a;Ln(X) dans
PLN(V ® X) qui & S associe Idy ® S est, un isomorphisme d’algébres de von
Neumann. 1@

Nous allons maintenant montrer que tout vecteur » d’une composée X @ Y
admet une décomposition naturelle relativement & une base arbitraire de X.

1.2.4. LEMME, Soient X dans C(M,N) et Y dans C(N, P). L’application
produit lensoriel de X xY dans X ® Y est continue en norme et séparément
continue pour les topologies o sur les parties bornées.

Preuve. On a ||z @ y|| < [|z]|||yl| ot la continuité:normique. Soient x €
X et (y:) une suite généralisée bornée de Y convergeant vers 0 en topologie o.
Soit (2',4’) € X x Y. La suite généralisée ((z' @ ¥,z ® %)) = ({{z,2") - ¥, )
converge vers 0 ultrafaiblement. Comme Pensemble des ' ® 3 est o-total dans
X ®Y on voit que (z @ y;) converge dans X ® Y vers 0 en topologie . Soient
maintenant y € Y et (z;) suite généralisée bornée de X convergeant vers 0 en
topologie o. Par hypothése ({z',2;)) converge ultrafaiblement vers 0, donc, par
normalité ({2’ @y, z; ®y)) = ({¢/, (', ;) - y)) converge vers 0 ultrafaiblement. La
suite généralisée (2;) étant bornée, il en est de méme pour (z; ®y) et done (2; ®y)
converge vers 0 en topologieo. 1§
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1.2.5. THEOREME. Soieni X dans C(M,N),Y dans C(N, P),(a;)ier une
quasi-base de X et (bj)jes une quasi-base de Y. Alors (a; ® b;) jyerxs est une
quasi-base de X @ Y.

Preuve. Soit i € ] fixé. Pour tout (z,y) € X x Y on a d’aprés le lemme

précédent
(0ai0, ®Idy )2 ® Y) = 0i @ (as, )y

:Za;@bj ~(b,~,(a,~,z)-y)

Jjed
= Za,—@b,— {ai®bj,z®y) .
ji€d
Pour toute partie finie L de J posons T;Lzz Oa:@b;,0:00;+ Lafamille (Tir)rep, (s
est filtrante croissante, bornée et on a dox:cE -

oa;,a; ®IdY = sup T;'L .
L

Par normalité de la représentation induite, on déduit alors

Idx®Idy = sup zga;,a;®ld]’

KGP’(I)iEK

- YT
KGP!(I)LepI(J){EL

= sup Z Oa;@bj,a,00;- 1B

T KXLEPy(N)xPy(J) ()€K xL

1.2.6. CoroLLAIRE. Soient X dans C(M,N),Y dans C(N, P) et (a;) une
quasi-base de X.

(i) Tout vecteur v de X ® Y admel une décomposition en topologic o de la
forme v = .Ela,- ® yi.

(ii) S:'E(ag) est une base orthonormale alors la famille (y;) peut étre choisie
telle que y; = {(a;,a;) - yi pour tout i € I, et elle est alors unique.

Preuve. Soit (bj)jes une base orthonormale de Y. D’aprés le théoréme
précédent on a
v= Za; ® b; - {a; ® bj, v) en topologie o .
)
Le lemme 1.2.4 montre alors qu’il suffit de poser 3 = 3~ b;-{a; ®b;, v) pour obtenir
i

Passertion (i).
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Si (a;) est orthonormale, posons p; = {a;,a;). Ona ai@u =a; POy =
a; ® pi - yi, d’ol Pexistence d’une famille (y;) telle que p; - y; = y;. Montrons
I’unicité d’une telle famille. Pour tous k€ I et j€J on a

(ak ®bj’v) = Z(bj!(aksai) N yi} = (bjiyk> .

Donc
yr = ij . (ak®b_,-,v) . B
J

1.3. CORRESPONDANCE DUALE ET EQUIVALENCE DE MORITA.

1.3.1. LEMME. Soit X dans C(M, N).
(i) 8i z = z - (z,2)3 est la décomposition polaire de = dans X, alors
16z,21l = ll=l-
(i) Pour tout z dans X on a ||0;«|| = |||
(iii) Pour tous z et =’ dans X on a ||0z 4| = |2’ - {z,2)7|| = ||z - (', 2")3]| .

Preuve. (i) Comme (z, 2) est le support de {z,2)7, on a d’une part
1 4
br,:(2) =z (z,2)3{z,2) = 2-{2,2)° =2
et d’autre part [0, < [je[|1|2[| = {|=l|. D’od |18z} = [I=]].
(ii) De méme 0, .(z) = z-{z,z)?{z,2z) = z-(z,2)? et puisque ||z-{z, 2)3|2 =
Iz, )|? on obtient (|6l = [l=*.
(iii) D’apreés (ii) on a

Py
||0a:.z'||2 = |[0z0,20z 2| = (|0 It =l (‘0:3)2”2 . B

i1 FR
z'-(z,5) 3 2’ (z,2) 3

Nous allons maintenant dissocier les structures de module 4 droite et a
gauche. Nous commengons par étudier le dual & droite Ln(X, N).

1.3.2. PRoOPOSITION. Soil X dans C(M,N). Pour tout & € X posons
Z = (z,-). Le dual (& droite} Ln(X,N) de X peut élre muni naturellement d’une
structure de N-Ln(X)-correspondance notée X telle que

(Z,9) =0y - S=(S"-z) n-Z=(z-n*y

pour tous z,y dans X,n dans N et S dans Ly(X).
De plus Papplication z — = de X sur X est une bijection antilinéaire
isométrique el o-bicontinue sur les parties bornées.
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Preuve. 11 est clair que X est un N-£y(X)-bimodule préhilbertien séparé.
L’application z ~—— % est une bijection antilinéaire et isométrique d’aprés le
lemme 1.3.1. Montrons qu’elle est o-continue sur les parties bornées. Soit (z;)
une suite généralisée bornée convergeant vers 0 pour la topologie ¢ de X. Pour
tout z € X la suite généralisée (6, ,) converge ultrafaiblement vers 0 dans Ly (X)
et, par suite, (Z;) tend vers 0 pour la topologie ¢ de X. Puisque X est autodual,
il en résulte que la boule unité de X est o-compacte et donc que X est autod-
ual ([3] Proposition 1.7.). Comme ﬂLN(x)(X ) est l'idéal ultrafaiblement fermé

Q@ de N engendré par I’image du N-produit scalaire de X, la correspondance X
s’identifie avec 1'espace X considéré comme Lx(X)-Q-correspondance. D’ol la
o-bicontinuité de V’application z — Z. B

1.3.3. DEFINITION. Cette correspondance X est appelée correspondance
duale de X.

1.3.4. Soit X une M-N-correspondance. L’étude des actions & gauche de
Ln(X) et M sur X va nous conduire 2 introduire deux correspondances.

L’action de £n(X) munit I’ensemble sous-jacent de X, d’une structure de
Ln(X)-N-correspondance notée 4(X). Dans le cas oll X est non dégénérée a
droite, 4(X) est inversible, c’est un bimodule d’équivalence de Morita entre Ly (X)
et N ([21] Proposition 7.8) et son inverse est X. On a donc

X @U(X)=1n et WX)®X =1y

la seconde relation restant valable méme si X est dégénérée.

En fait la proposition 1.2.3. (i) montre que les seules correspondances in-
versibles sont les équivalences de Morita ([21] Corollaire 7.10).

Par ailleurs & I’homomorphisme 7x de M dans Lx(X), définissant la struc-
ture de M-module & gauche, est associée la M-Ly(X)-correspondance X(7x) que
nous noterons J(X). On a alors de maniere évidente

X =3(X) @ UX) et parsuite * JX)=X@X .

Remarquons que 1’on a également

X)) = U(X) UIX)) = lewx ux) = X
JUX)) = lenx) IAX)) = IHX) IX) = 1w
X))y = X GX) = Lleux) X = 4(X)

1.4. CORRESPONDANCE ADJOINTE. Rappelons ([3] Théoréme 2.2) qu’il ex-
iste une équivalence de catégories entre C(M, N) et la catégorie Corr(M,N) des
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classes d’équivalence unitaire d’espaces de Hilbert muni d’une structure de M-N-
bimodule (correspondances au sens de A. Connes [5]). A tout X dans C(M, N)
on fait correspondre Hx = X ® L%(N), et a tout H dans Corr(M,N) est associé
Xu = Hom ye (LZ(N ) H). Si H est dans Corr(M ,N), Pespace de Hilbert conjugué
que nous noterons H_ est naturellement muni d’une structure de N-M-bimodule.
Donnons analogue de cette conjugaison dans notre cadre.

1.4.1. DErFINITION. Nous appellerons correspondance adjoinie de X dans

C(M, N) la correspondance X dans C(N, M) telle que H5 = Hx . On a donc
X = Hom po(L2(M), X ® LE(N)") .

Les actions a gauche et & droite sur Hx' et X étant respectivement données

pas les formules:
n-zQf = z®JIJvnIné zQE-m = m* zQ®¢
na = Hy®Jin/yoa am = aom

ot (N, L2(N) Jn, L}(N)*) est une forme standard, n € Nym € M,z € X,€ €
L}(N),c €X.

1.4.2. EXEMPLES.

(i) 1y =1y grice a 'involution Jn de la forme standard.

(i) Si (X;) est une famille de M-N-correspondances, on a ®X; = ®X;. Donc
si X’ est une sous-correspondance de X, alors X’ est une sous-correspondance de

X.

Le fait de pouvoir considérer simultanément une correspondance et son ad-
jointe est primordial dans la suite de notre travail. Malheureusement nous ne
connaisons pas de méthode générale permettant d’expliciter davantage cette cor-
respondance adjointe. Il existe cependant des situations ol un calcul est possible.
Dans le cas particulier d’une injection d’une sous-algébre espérée nous avons le
résultat suivant;

1.4.3. PROPOSITION. Soient N une sous-algébre de von Neumann de M
et F' dans Po(M,N). Désignons par i linjection de N dans M. On a alors
x(3) = X(F).

Preuve. Le lemme 2.15 de [3] assure l'existence d’une espérance condition-
nelle £ de M dans N telle que X(F) = X(F). Gréce a 'involution antilinéaire
Ju de la forme standard L%(M), le M-N-bimodule X(i) ® L2(M )c est isomorphe
a L?(M) considéré comme M-N-bimodule en restreignant 4 N I’action & droite
de M. D’aprés le corollaire 2.14 de {3] on a donc

X(E) ® LAN) = X()) ® L2(M)" .
Dot X(F) = X(E) = X(i).
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1.5. FORME STANDARD. Dans ce paragraphe nous calculons !’adjointe d’une
composée et nous déterminons la forme standard de Ln(X). Ce dernier résultat
est I’analogue de la proposition 3.1 de [22]; nous en donnons ici une démonstration
ou n’intervient que la caractérisation de la forme standard obtenue par Ilaagerup

(8]-

1.5.1. LEMME. Soient X dans C(M,N),Z dans C(P,N) et (N,L*(N),J,
L*(N)4) une forme standard pour N. Alors il eziste U unitaire M-P-linéaire de
X®Hz surZ® Hx  tel que pour tousz € X,z € Z et £ € L*(N) on ait

U(z@:98) =20z J¢.

Preuve. Un calcul immédiat prouve que, pour tous z et ¢’ de X, z et 2’ de
2, ¢ et ¢ de L2(N),on a

(z® z®§,x'®z’®§’) = (J(ﬂv,x')J(z,z'Kf'),E)
=(z2@z®J,2Q@z' Q@ JE) .

Il en résulte ’existence de l'unitaire /. De plus pour tous me M et pE Pona

Um-(z9:z®¢€) p)=U(mz@p*2®¢)=p*2@mz@JE=m-U(z@z@&)-p. 1
1.5.2. CoROLLAIRE. Soient X dans C(M,N) et Y dans C(N, P) deuz cor-
respondances. Alors -
X@Y=Y®X.
Preuve. Il est clair que Hxgy = X ® Hy. En appliquant le lemme précédent
avec Z =Y, on a dans C(P, M)

J— —_— —_— . —¢* £
H?®f=Y®HR:=Y®Hx =X@®Hy =X®Hy =HX®YC-

D’ou le résultat. &

1.5.3. THEOREME. §i X dans C(M, N) est une équivalence de Morita, c’est
d dire 5i M = Ln(X), alors

LALN(X)) = Hygx = X @ Hx" .
Plus précisément, soit (N, L*(N), J, L3(N)4) une forme standard pour N. Il existe
une involution antilinéaire Jx sur X @ Hx = X ® X ®L2(N)C telle que pour
tous x,y dans X et € dans L2(N) on ait

Ix(z®y®E) =y®z® JE .
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Soient Py = {z @z @&z € X et £ € L?(N)4+} et Px le céne convexe fermé
engendré par Po. Par représentation induite, Ln(X) agit sur Hy o5 et (Cn(X),
Hyo% Ix, Px) est une forme standard pour Ly(X).

Preuve. )’aprés le lemme précédent, Jx est une involution antilinéaire sur
X @ Hx’. Soit S € Ln(X). On a pour tous z,y dans X et £ dans L*(N)

Ix(S®Idz) x(2@y®€) = Ix(Sy®z@JE) =20 5y®E .

Donc
JX(S ®ldx ® IdLa(N))JX =ldx®S®Id L3(N) -

Pour toute représentation fidéle de N dans un espace de Hilbert H, le commutant
de Ln(X) dans la représentation induite est constitué des opérateurs Id x ®T avec
T commutant a I’action de N dans H ([21]). Il suffit d’appliquer ce résultat avec
H = L?*(N), puis H = Hyx ', pour obtenir que JxLn(X)Jx est le commutant de
Ln(X) dans X @ Hy .

S1 8 € Z(Ln(X)) alors 1l existe ¢ € Z(N) tel que S = px(c) et on a
JeJ = c¢*. Par suite, pour tous z,y de X et £ de L?(N),on a

prx(c)Jx(17®;Té_€-)=r®y'c®E
=zQy®c-§
::1:®W
=zQyQ¢-c
=zQc yR¢
=px(c*)z@y®E .

Donc JxSJx = S* pour tout S € Z(Ln(X)).

11 est clair que pour tout ¢ € Py on a Jx{ = (. Donc tout vecteur de Py est
invariant par Jx et SJxSJx(Px) C Px pour tout S € Ln(X). Pour tous z,y
dans X et £,7n dans L2(N)4 on a

(1-' ®m,y®m) = ((J:,y)J(:c,y)J,,,E) 2 0.

Donc P, est inclus dans son polaire Py et par suite Px C Py. Pour achever
la démonstration il reste & démontrer ’inclusion inverse qui prouvera que Px est
autopolaire.

Soit (a;)ier une base orthonormale de X. Pour toute partie finic /i de I,
désignons par px le projecteur sur le sous-module de type fini engendré par les
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(ai)iex et posons pl = Id x —pk et qx = prJxprctx = Py IxPicIx +JIxprcdx —
Pk; c’est un projecteur. Pour tous z,y dans X et £ dans L*(N)on a

E = (pIxpkIx(z@y®E),z20y®¢E)
= (pk(2) @ Pk (1) ® &,z @Y ®E)
= (J{pik (), )T (P (), 9)€. &)
= (I {pk (z), z)J (P (4), 1) 3¢, (P (), ¥) 3€)
< [zl {{p (v), )€, €)

et
(IxprIx(z@Y®E), 2 @Y ®E) = (J(z, 2} {prc(¥), V)€, €) .

La suite généralisée bornée (px (y))x convergeant dans X vers y pour la topologie
o, il en résulte que (gr(z @ Y@ €),z @ y @ &) tend vers ||z ® y @ &|*. Par polari-
sations successives puis par densité, on en déduit que {gx(¢), ¢’} tend vers {(,{")
pour tous { et {' dans X @ X ® LZ(N)C. Pour tout ¢ € Py on a qx({) € Py et
il suffit donc de démontrer que gx({) est dans Px. Nous sommes donc ramenés
a étudier le cas ot X est une module de type fini. Posons donc I = {1,...,n}.
Soit ¢ € P(N) et Tr la trace sur M;(C). Le poids ¢ = ¢ ® Tr définit la forme
standard (N @ M,(C), H, @ Hry,J ® J1v, Py) ol Py est le cone engendré par les
éléments de la forme Y n;Jn; JE®e;; avec £ € L*(N)4 et (n;) dans N. D’aprés le
(i

corollaire 1.2.6. (ii), tout vecteur { € X ® X @ LZ(N )C g’écrit de maniére unique

n
(= Z a; ®a; ®n;; avec J{ai, a:i}J{(a;j, a;)ni; = 0ij .
fj=1

On vérifie aisément que I’application qui a { assocte 15 ®e;; est un isomorphisme
PP q Thj J P
ij

de forme standard entre (Ly(X), X ®m J), y Px) et (N® Mp(C), Hy,
Jy, Py) réduit par le projecteur J(Z {a;, ;) ® e,,)J(Z {ai, a;) ® e;) ([8] Proposi-
tion 2.6). 1

1.5.4. CoROLLAIRE. Soit X dans C(M,N) une correspondance non dé-
générée. L _

(i) U(X) est Vinverse X de U(X).

(ii) St on oublie la structure de M-module & droite, 'espace Hyoxygx €5t

Pespace standard pour Ln(X).
Preuve. Remarquons que Ly (U(X)) = Ln(X).
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(i) D’aprés le théoréme précédent, on a U(X)@U(X) = 1, ~(X)- Par unicité
de Pinverse il en résulte que #(X) = X.

(ii) 11 suffit de remarquer que si on oublie la structure de module & droite,
il y a identité entre les espaces de Hilbert Hyxy = H(X) ® L2(N) et Hx =
X ® L3N )c munis de 'action de N 4 gauche. 8

Nous venons de calculer la correspondance adjointe d’une équivalence de
Morita et sommes maintenant en mesure de caractériser la correspondance associée
a certains poids opératoriel finis qui interviennent naturellement dans notre étude.

1.5.5. LEMME. Soient X dans C(M,N) el Y dans C(N, M) deuz correspon-
dances non dégénérées. Pour lout vecleur v € (X @ Y) on définit Iapplication
Fy de Ln(X) dans M et Uapplication F? de nLCapr(Y) dans Z(M) par:

VS € Ln(X) Fo(S)=(v,5-v) et VT € nLas(Y) FUT)= (v,v T°).

Si nous identifions M avec la sous-algébre mx (M) de Ln(X) et Z(M) avec
py (Z(M)) dans nLar(Y), alors I, et 'Y sont des poids opératoriel normauz
finis.

Preuve. La linéarité et la normalité de F, et F? sont évidentes. Pour tout
m e M et tout S € Ly(X) on a, puisque v est central,

Fy(mx(m)* Smx(m)) = (v, rx(m")Sex(m) -v) = m-v,5-v-m) = m " F,(S)m .

Pour tout T' € yLp(Y) le vecteur v - T° = (Id x @ T")(v) appartient & ¢(X @ Y)
et par suite F est a valeurs dans Z(M). De plus pour tout ¢ € Z(AM{)on a
Fy(py (e)*Tpy(¢)) = (v,v - (py (c*)Tpy(c))®} = " {v,v - TVe = *Fy(T)c. 1

1.5.6. PROPOSITION. Soit X dans C(M,N) une correspondance non
dégénérée.
(i) Soit F appartenant ¢ Po(Ln(X), M). Alors

IF)=U(X)eX .

De plus il eziste un vecteur v de c(X @ X) tel que F = F, et X = X @ X(F).
(ii) Si E est une espérance conditionnelle normele de Ln(X) dans M alors
il existe un vecteur v de ¢(X ® X) tel que E = F,.

Preuve.
(i) D’aprés 1.3.4, la proposition 1.4.3 et les corollaires 1.5.2 et 1.5.4, on a

¥F)=3X) =X X=4X)oX .
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Dot X = X ® X(F). Le vecteur v est donné par Ap(Id x).

(ii) Soit e le support de E; c’est un projecteur de prLx(X). Désignons par 7,
P’application de M dans eps Ln(X)e telle que m.(m) = mx{m)e pour tout m € M;
c’est un homomorphisme injectif, car si 7x(m)(e) = 0 alors 0 = E{rx(m)e) =
mE(e) = m. Par suite e(X) est une M-N-correspondance non dégénérée et £
définit par restriction une espérance conditionnelle normale fidéle de eLn(X)e =
Ln(e(X)) dans M. Il existe donc un vecteur v € ¢(e(X) ®e(X)) C o(X @ X) tel
que pour tout S € Ly(X) on ait

(v,S-v) = (v,eSe - v) = E(eSe) = E(5) . 1

1.6. TOURS DE JONES.

1.6.1. DEFINITION. Soit X une correspondance dans C(M, N). Posons
Al_l;‘N H Al():M N X[):JY 3

et définissons
My = Ln(X) et Xi=#(X)®X.

En itérant cette construction de base nous obtenons une tour (M, ) d’algebres de
von Neumann et une suite (Xp)nen de Mu-My_y-correspondances telles que

Mugr = Lpr._ (Xn) et Xop1 =4(X,)® X, pour n20.

1.6.2. PrOPOSITION, Soit X dans C(M, N) une correspondance non dégéné-
rée. Pour toutn €N
(i) la correspondance X, est non dégénérée el M, s’identific & une sous-
algégre de von Neumann de M,4;. Le correspondance définie par cetle injeciton
est (Xp) = m,
(ii) Hx,,i = Lz(MfH-l)s
(i) Xn41 ® Xn41 = Xn ® Xy,
(iv) pour 1€ k€ non a X1 ® Xnp1 @ Xn® @ Xpy1 = Xn @ Xn1 ®
e ® Xk @ -)?:r
(v) pour 0K k<8 oma Muyy=Lary g, ( Xk @ @ X2k,
(Vi) My = Lar((X @ X)®") el Mzays = Ln((X © X)®" © X),
(vil) Mp41Lpr, (Xn41) =Wd x, @ ar, Ly (Xn),
(viii) si X est irréductible alors X,, est irréductible.

Preuve. (i) Il est clair que X, est non dégénérée, et par définition J(X,) est la
correspondance de l'injection de M,, dans M, 41. Or I(X,) = Xn®U(Xs) = Xng1.
L’assertion (ii) résulte du corollaire 1.5.4. (ii).
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(iii) Xns1 ® Xn41 = I(Xn) @ U(X,) ® X = X ® X
(iv) Il suffit d’appliquer la formule précédente pour chaque entier de n a k.
(v) Montrons la formule par récurrence sur k. Elle est vraie pour k¥ = 0.
Supposons la vérifiée en k; on a d’aprés la proposition 1.2.3

Mnty = Lrp g (Xn-k ® - @ Xn_oz)
= Ly gy (U(Xnmke1) @ Xropo1 ® X1 ® -+ @ X))
= Loy (Xncke1 @ Xpmjo2® - ® Xn—2k-1Q Xn—26-1)
=L gy (Kb 1 @ Xncpe2® - @ Xnok—1 @ Xn—2k—2).

(vi) En appliquant (v) avec n = 2k on a donc

Myuyq = l.'.N(z\;u@ -® Xp)
= La(Xbe1 @ Xpo1 @ Xio 1®‘--®Xo)
=Ln(Xi-1®- ®X1®X0®X0®A)

Il suffit d’itérer le procédé pour conclure. Le méme raisonnement s’applique pour
les algégres Ma,.

(Vid) Mpgr L8, (Xn41) = Moya Lo, (X)) © Xa) = 1 x, @ a1, £y, (X7)
d’aprés la proposition 1.2.3.

(viii) découle immédiatement de (vii ). &

1.6.3. REMARQUES. (i) Nous pouvons également définir une deuxiéme tour
(Nn) d’algébres de von Neumann et une autre suite (Y )nen de Nj,-N,_1-corres-
pondances A partir de X par:

Nao=M ; Ng=N : Yo=X

Noyi = Ln,_,(Ya) et Yop =U4(Y,)®Y, pour n>0.

(it) Dans le cas d’une inclusion ¢ d’une sous-algébre de von Neumann N dans
M si nous partons de X = ¥(4), nous obtenons

No=N=M_, , N= ,Cj\f(Yo) =My , ¥, :ﬂ(Yo)@X =1yX =X, ,

Y, = U(1y) @?1_ = U(Xq) ®'}?= X .

Donc pour tout n € Non a Nppy = My, et Y41 = X,,. La construction de base
se réduit en fait ici & une seule tour.

(iii) L’assertion (v) de la proposition précédente prouve que ’algébre obtenue
par construction de base a partir de X,,_; ® - - -® X, _op est 1'algébre M,, ;1. Nous
obtenons donc une généralisation du théoréme 2.6 de [18].
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2. OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

Dans ce chapitre nous développons les principaux outils techniques utilisés ensuite
pour définir Vindice. Nous introduisons tout d’abord les opérateurs de Hilbert-
Schmidt entre une N-M et une M-N-correspondances, nous les caractérisons
parmi les opérateurs antilinéaires et nous nous intéressons & leurs supports. ‘A
partir de tout vecteur u appartenant 3 une composée de correspondances, nous
définissons de maniére naturelle, par tensorisation a gauche ou a droite par u, des
opérateurs linéaires que nous relions aux opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Dans tout ce chapitre, X désignera une M-N-correspondance et ¥ une N-
M-correspondance,

2.1. DEFINITION DES OPERATEURS DE HILBERT-SCIIMIDT.

2.1.1. PROPOSITION. Pour tout veclteur u de Y ® X il erisle un unique
opérateur, noté 4, antilinéaire de Y dans X tel que

YyeY VreX (u(y),z)={un,y®z).

On a alors
(i) Pour tout y €Y el tout me M, u(y - m) = m* - u(y).
(it) Pour tout T € Lp(Y) et toul S € pyLyn(X) on a Tft‘;S'o =SotuoT".
(iil) & est N-M-antilinéaire st et seulement si u est central.
(iv) 4 est normiguement continy et ||U)] € Jju|}-
(v) t est continu pour les topclogies o sur les parties bornées.
(vi) Si (b;) est une quasi-base de Y, alors u = Z b; @ u(b;) en topologie o,
et pour loul vecteur v’ de Y ® X on a (u,u') = Z(E(I;j),’ﬁ’(b,-)).

j
(vii) Pour tous y,y de Y el fousu,u’ de Y ® X on a

~

Oyy - u=y@u(Y) et (@), F(Y) = {ubyy v).
(viii) L’application u— u est injective.

Preuve. Soit y € Y fixé. L’application de X dans N, qui & z associe (u, y®z),
est N-linéaire et continue car

i, y @ 2)| < flull ly @ 2| < |lufl 13l =1 -

X étant autodual, il existe un unique vecteur noté #(y) dans X tel que

(a(y),z) = (u,y@x) .



CORESPONDANCES D’INDICE FINI. I 129
Tl est clair que U est antilinéaire de Y dans X.
(1) Pour tous me M,y €Y et z € X, on a
(U(y -m),z) = (v, y mQz) = (u,y®@m-z) = (W(y),m - z) = (m* - U(y), z) .
(ii) Soient (z,y) € X xY. On a
(Tu3’(y),2) = (T -u-$°,y® z)
= (1, T"(y) ® 5" (2))
= (@(T"(y)), 5" (=)
~ (SAT*(y), ) .
(iii) Solent ne N,yeY et z€ X. On a
(u-n,y®z)=n"(u,y® ) = @Y -n,z)

et
(n-u,y®@z) = (u,n" - y®z) = (U(n" - y),z) .

L’assertion (iii) est alors claire.
(iv) On a, pour tout y €Y,

@I = 1w, y @ B < Nlull @) 1]

dol ||7]] < ||ul)-

(v) Soit (y;) une suite généralisée bornée de Y qui converge vers 0 pour la
topologie . Alors (Lemme 1.2.4), pour tout z de X, la suite généralisée (y; ® z);
converge vers 0 pour la topologie o et par suite il en est de méme pour %(y;).

(vi) et (vii) Soit (a;) une base orthonormale de X. On a pour tout j

Zas {bj ® ai,u) = Zai ~{ai, u(b;)) = u(b;)

il résulte du théoréme 1.2.5 que u = ) b; ®u(b;). Soient y, % dans Y et u € Y@ X.
J
On a d’aprés (i) et (v)

ve W)=y a(3 b - (1)
=y® Z(Jy',bf) ~u(b;)
= ZyJ (', b;) ® U(b;)
= é:oy,y’(bj) ® u(b;)

= (Oy,y @ 1d x)(u).
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Soit y = 2 - {y, y)% la décomposition polaire de y dans Y. Alors ¢ = (z,2) est le
projecteur support de {y, y)% et si u’ est un autre vecteur de Y ® X, on a d’une
part

(z @ (y), 2 ® W)} = (8(y), {2, 2) - W) = (#(y), ¥y - 7)) = (B(x), ¥(v))
et d’autre part
(@ u(y),z® @'(y),) ={0z,y u, by ‘“') = (U,oy-{z,z),y ') = {u, 0y ')

La formule générale s’obtient par polarisation. Par suite on a

(u, ) = 3w, O, - w') = Y ((85), 8(b;), 8(55)) -

i i
L’assertion (viii) est immédiate. 1§

2.1.2. DEFINITION. Soit u appartenant 3 Y ® X. L'opérateur @ de la
proposition précédénte sera appelé l'opérateur de Hilbert-Schmidi défini par u.

2.1.3. ExEMPLES. (i) Soient H; et M, deux espaces de Hilbert et 2; € H;
pour ¢ = 1,2. On sait que 'application Ty, z, : J1 = {Z1,%1)T2 est un opérateur
de Hilbert-Schmidt de H; dans Hs et on vérifie immédiatement que Ty, -, =
T ® 2.

({i)SiX=Y=1yetu=1®1,0nai(n)=n" pour tout n € N.

(iii) Si X est une équivalence de Morita alors I’opérateur de Hilbert-Schmidt
défini par u = 1 appartenant a 1y = X ® X est I'application % — z de X dans
X, et pour v=1py =Id x dans X ®}?,%‘(m) = T pour tout z € X.

(iv) On suppose N C M et on considére E € Po(M,N). Siv=18®¢&g €
X%(¢) ® X(I), alors pour tout y € X(¢) = M, on a %(y) = Ap(y*). Si de plus E est
d’indice fini au sens de ([3] Définition 3.6) alors I’'unique vecteur 5 € X(E) ® X(:)
tel que (,ép @ 1) = 1 ([3] Théoréme 3.5) vérifie H(Ap(y)) = y*.

En effet, pour tout =z de M

(@(y), Ap(2)) = (1®&p,y ® Ap(2)) = (€p.y - Ap(2)) = {Ap(y"), Ax(2))

et, puisque 5 est central  (f(Ag(z),y) = {0,z - e @ 1) -y} = z'y.

(v) Pour i = 1,2 soient X; (respectivement Y;) une M-N-correspondance
(respectivement N-M-correspondance) et u; € ¥; ® X;. Les plongements canon-
iques de Y} ® X, et Yo ® X, dans (Y; @ Y2) ® (X1 © X2) permettent de considérer
le vecteur u = u; ® us et on a & = u; G Us.
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2.1.4. REMARQUES. Ilest clair que 'opérateur de Hilbert-Schmidt défini par
un vecteur dépend de son appartenance & un produit tensoriel et de la décomposi-
tion de ce produit tensoriel.

En effet si w appartient 4 Z Q@ Y @ X on peut définir ygx @z de Z dans
Y® X et xiizgyde Z®Y dans X; on vérifie facilement qu’on a pour tous y € ¥
etz€ Z R

x(rex®z(2))y (v) = xzev(2QY) -
Signalons dés maintenant que l'utilisation de deux décompositions d’un méme
produit tensoriel sera un outil essentiel dans notre construction de base (cf. Sec-
tion 3.3.).

Dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous nous contenterons de
ne préciser par un parenthésage, la décomposition du produit tensoriel, qu’en cas
d’ambiguité.

Terminons ce paragraphe par un lemme qui est une réciproque partielle de
Passertion (vi) de la proposition précédente.

2.1.5. LEMME. Soit (b;)jes une quasi-buse de Y et (zj)jes une famille de
X telle que ({zj,2;))jes soit ullrafaiblement sommable dans N. Alors la famille
(bj ® x;)jes est sommable dans Y @ X pour la topologie o.

Preuve. Soit K une partie finie de J de cardinal k et soit u € ¥ @ X. En
passant par l'intermédiaire de la correspondance X k¥ on obtient

(w, b @25) = Y (@t 3} = (@), (2)) -
JEK jeK
Dol
(0, b @) (0,3 b @ 2;) < || 3060, 80| Y (o5, 3)
JEK jeK JEK jEK
< flelf? 3 (s, 25)

jeK

< ull?d (=5, 25) -

jed
1l en résulte que la famille ( ) b;®2;)kep,(s) est bornée et que pour tout p € NF
J€K

[o((u b8 =) | < usan%nuu(so(z(aej,as,->))é

JjeK jeK

on a

Par suite ( Y. b; ® zj)kep,(s) est de Cauchy dans I’espace quasi-complet (X,0)
JEK

et converge. |
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2.2. CARACTERISATION DES OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT.

2.2.1. LEMME. Soit w une application M -antilinéaire de Y dans X. Alors
w est normiquement conlinue st el seulement st

K eRY VyeY Outy)wiyy < Krx((y,9) -

Preuve. Si cette condition est réalisée, on a pour tout y € Y (Lemme 1.3.1)

e = [Butwmll € K2l -

Réciproquement, soit y € Y. Pour tout £ € N*, on pase m; = ({y,y) + {:)‘é.
Alors on a dans Ly(X)

Tx (M) © Ou(y) wiy) © Tx (M) = Ougyomi)wiy-ma)
< Jlw(y - mi)|I*1d x
< |lw||?1d x.

Donc, pour tout &£ € N*

- 1
Outgots) < IolPrxmz?) = P ((ws) + 1

d’ou
Ouiy)wty) € IwlPmx ({1, 9)) -

2.2.2. THEOREME. Soit w une application M-antilinéaire de Y dans X. Les
conditions sutvantes sonil équivalentes:
(1) w est Vopérateur de Hilbert-Schmidt défint par un vecteuru € Y @ X.
(ii) I existe K € RY tel que, pour toute famille finie (yj)j=1,..n de Y, on
ait dans M,(Ln(X)) = Ln(X™)

(ow(y.').w(y,')) < K(“X((*Jny:‘))) .

(i11) 1l existe K € R* tel que pour toute algébre de von Neumann P lapplica-
tion (y ® p) — w(y) ® p* adinelle un prolongement continu du produil lensoriel
extérieur Y @ P dans le produit lensoriel extérieur X ® P, de norme plus pelile
que K. ‘ )

(iv) Pour tout k € N* lapplication (y @ A) — w(Y) @ A* admel un
prolongement continu wy de )/@?Mk(C) dans X?Mk((:) tel que stzp"wkll soit

fini.
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(V) w est a-continue sur les parties bornées el pour toute quasi-base (b;) de

Y la famille ((w(b;),w(b;)}) est ultrafaiblement sommable.

(vi) w est o-continue sur les parties bornées ct il eziste une quasi-base (b;)
de Y telle que la famille ((w(b;),w(b;)}) soit ultrafaiblement sommable.

Preuve. (i) = (iii) Soit v = 1® 1 € P® P. Il est clair que (v ®v)(y®p) =
w(y) @ p* pour tous y €Y et p € P avec e € llu® vl = [u]l.

(ili) = (iv) Implication évidente.

(iv) = (ii) Soit K = sup [[wnl|- Notons e;; les unités matnmelles de M,(C).

Pour toute famille finie (y,)._l,,__,,1 de Y posons

n
y=) yi®eu €Y OM(C).

i=1

n

waly) = ) _w(w) Seir -

i=1
Soit z®@exe € X @ M,(C). On a
[

Bon(y)wm(y)(E @ ext) = I _(w(w) ® €ir){w(y;) ® €j1, 2 ® exe)
i

= (w(w) ® ein)({wlwe), =) @ ere)
i
=Y w(w) - (wm),z) @eie -
;
En identifiant, M, avec L, (M,) on a par ailleurs
O byt ® €5)(E @ ere) = ) By i) (%) @ €ijere

“ o
= Z ow(!/i),w(y.,)(l‘) e .
b}

Donc
B () waty) = Z Buysyuotys) @ &4j -
"IJ'
L’implication résulte alors du lemme précédent.
(ii) = (i) Puisque w est M-antilinéaire, on. définit une application N-linéaire

¢ de Y ® X dans N en posant pour tout v’ = Zy,®z,€Y®X
i=1

o(u') =Y _(wlwi) =i} -

i=1
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En munissant X" de sa structure de N-module, on obtient
() =D (i (3, 5) - 25)
iJ

= {(=2), (mx((w, ) @)
o) (') = Y i, w(u) (), 25)
£.f

= Y (i, By w(ys)®5)

4

= (), (Outya)wiw)(#5)) -

(eI = 11{(2:), (Cuggiy oty (@M
< K|l{(23), (mx (w55 D) (=M
= K||u'|)? .
Le module Y ® X étant autodual on en déduit I’existence d’un vecteur ude Y @ X
tel que w = 1.

(i) = (v) L’implication résulte des assertions (v) et (vi) de la proposi-
tion 2.1.1.

(v) = (vi) Implication évidente.

(vi) = (i) D’aprés le lemme 2.1.5, il existe u = 3 b; @ w(b;). Puisque &
et w sont M-antilinéaires et o-continues sur les parties bornées, il suffit de vérifier
qu’elles coincident sur les éléments de la quasi-base (b;). Or pour tout 2 € X on a

(u(b;), z) = (v, b; @ z)
= (b ®w(b), b ® )
jeJ
= @ (3 b - (b1, 85)),2)
keJ
= (w(b;),=) . "W

2.2.3. REMARQUE. La démonstration de I’implication (ii) = (i) du théo-
reme prédédent montre que:
sl w est une application Af-antilinéaire d’un sous-module Yy, o-dense dans Y, et

a valeurs dans X et s'il existe X € R* tel que, pour toute famille finie (yj);=1,..n
de Yp on ait dans M, (L (X))

(Outyi) i) € K(mx((5i,43))) 5

alors il existe u € Y @ X tel que @ prolonge w.
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2.3. SUPPORTS D’UN VECTEUR D’UN PRODUIT TENSORIEL.

2.3.1. LEMME. Soit u un vecteurde Y @ X.
(a) Il existe un unique projecteur p € mLn(X) caractérisé par l'une des
propriétés équivalenies suivantes:
(i) p est le projecteur orthogonal sur le M-N-bimodule autodual en-
gendré par U(Y).
(ii) p est le plus petit projecteur de Ly (X) tel que u-p° = u.
(i) p est le plus petit projecteur de pLn(X) tel que poti= 1.
(b) Il existe un unigue projecteur ¢ € Lap(Y) caractérisé par l'une des pro-
priélés équivalenies suivantes:
(i) ker(@) = (1 = g)(¥)-
(il) g est le plus petit projecteur de Ly(Y') tel que q-u = u.
(iii) g est le plus petit projecteur de Las(Y) tel que Wo g =14
(¢) Si de plus u est central, alors
(i) p(X) =@(Y) et q est le plus petit projecteur de nLas(Y) tel que
og=1.
(ii) p est le support de Fy.
(iii) g est le support de F,.

Preuve. Par construction, le projecteur orthogonal sur le M-N-bimodule au-
todual engendré par %(Y) est dans pr L (X). Les démonstrations des équivalences
entre (i) et (iii) dans (a) et (b) sont analogues 4 celles définissant les supports d’un
élément d’une algébre de von Neumann. L’assertion (ii) de la proposition 2.1.1
rend évidentes les autres équivalences.

L’assertion (i) dans (c) résulte du fait que si u est central alors #(Y) est un
M-N-bimodule et ker(@) un N-M-bimodule. Pour (ii) il suffit de remarquer que
si e est le support de F on a d’une part '

0=F(l-e)=(u-(1—¢€)°,u-(1—¢€)°) donc u=u-¢° et p<e,
et d’autre part F2(1—p)=(u,u-(1-p)°)=0 donc e<p.
L’assertion (iii) se démontre de la méme maniére. 1

2.3.2. DEFINITION. Soit u un vecteur de Y ® X. On appellera support final
de u, noté f(u), le projecteur p de prLn(X) et support inilial de u, noté s(u), le
projecteur q de Lr(Y) définis dans le lemme précédent.
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2.4. MORPHISME ASSOCIE A UN VECTEUR D’UN PRODUIT TENSORIEL.

2.4.1. PROPOSITION. Soient Z dans C(P,N) et W dans C(N, P). Pour tout
wE€Y ® X on définil les opérateurs Gy (u) el Dz(u) en posant, pour lous z € Z
el weE W,

Gw(u)(w)y=u®w et Dz{u)z)=2Qu.

(a) (1) Gw(u) eppartient & Lp(W,Y @ X ® W) et, si u cst central, alors
Gw(u) eppartient ¢ NLp(W,Y @ X @ W).
(i1) Pour tous S € prLn(X) et T € Las(Y) on a

Gw(t-u-5°)=(T®Seldw)oGw(u) .
(iii) Pour tousz € X,y€Y etw €W on a
Gw(u)'(y@2z@w) = (i(y),z) - w .

(iv) Si v’ est un aulre vecleur de Y ® X on a
Gw(u)oGw(v)* =0y, @Idw et Gw(u)* o Gw(u') = mw({u, v)) .

(b) St u est central
(i) Dz(u) appartient & £y (2)EN(Z2,Z @Y ® X).
(i) Pour tous S € yyLy(X) et T € nLp(Y) on @

Dz(T-u-S°)=(ldz®@T ®S)o Dz(u) .
(iti) Pour tousz € X,y €Y el z‘E Zona
Dz(u)'(z:@yQ®z) = Bz,a(y)(:c) .
(iv) Siu’ est un autre vecleur central dansY @ X. Alors
Dz(u)oDz(v')* =ldz ®0yu,ur et Dz(u)” o Dz(u') = pz({u,v')) .

(¢) Si les correspondances sont non dégénérées, alors les applications v —
G (u) et u— Dz(u) sont injectives.

Preuve. (a) (i) Par définition Gy (u) est P-linéaire a droite de W dans
YR®X QW et [|Gw(u)|l < ||ul|. Si u est central il est clair que G (u) est
N-linéaire & gauche.

L’assertion (ii) est immédiate.
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(iii) et (iv) Soient w,w’ dans Wet v €Y ® X on a
(Gw(w)*(v' @ w), v} = (¥ @w,u®w') = ({u,v') - w,v') .
En particulier on a
Gw(v)" o Gw(v) = mw({u, ) et Gw(u)'(y®z®w)=(u(y).z) w.
Enfin, siu”" €Y @X
Gw(u)oGw (v') (v @w) = u@{v', u")-w = w-{v/, v")@uw = (B4 v ®ldw) (v Q).

(b) On suppose maintenant u central.

(i) Par définition Vopérateur Dz(u) est Ln(Z)-linéaire & gauche de Z dans
ZRY ®X, et ||Dz(u)]| € [|ull. Il est clair que Dz(u) est N-linéaire & droite.

L’assertion (ii) est immédiate,

(iii) et (iv) Soient ’ €Y @ X et 27 € Z. On a

(Dz(w)*(z@v'),7) = (z® v, 2’ @ u)
= {u, (2,2} - u)
= (u’su) Az, z,)
= {z-(u,u'),2') .
En particulier Dz(u)*(z ® y® z) = 2(ii(y), ), et, si u’ est central, {u,u') € Z(N)

avec Dz (u)* o Dz(uw') = px ({u, u'}).
Demémesiv”" €Y ®X,ona

Dz(u)oDz(uw)* (z@u") = z- (¢, v"} @u=2®u - (v, v") = (Id x @ u w )(z® ).

(c) Si Gw(u) =0, alors u ® w = 0 pour tout w € W et donc w = 0 car myy
est injective. Si on suppose Dz(u) = 0, alors 2 ® u = 0 pour tout z € Z, donc
u = 0 puisque Z est non dégénérée.

2.4.2. REMARQUE. Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible sur les
correspondances nous noterons simplement G(u) et D(u) les opérateurs définis
ci-dessus.

2.4.3. LEMME. Soientu € (Y ®X) elv € X®@Y. Pour tout T € nLpy(Y)
on a dans Ly(X)

UoTov=Gx(v)* o(ldx @T*®Id x) o Dx(u) -
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Preuve. Soit (b;); une quasi-base de Y. Pour tout z € X on a (Proposi-
tions 2.4.1 et 2.1.1)
Gx(v)'o(Idx ®T*®Id x) o Dx(u)(z) = Gx(v)* (2@ T - u)
=Gx(v)" (z® Y_T*(b;) ® U(b;))
i

=Y _(3(=), T" (b)) - ;)
j

= Y _a(b; - (b, TH(2)))
i

=tioTouv(z). &
2.4.4. PROPOSITION. Soient u € ¢(Y @ X),p = f(u) et ¢ = s(u) ses sup-
ports. On définit une application Ln(X)-M-linéaire, notée j,, de X @ Y dans
Ln(X) en posant

YWEXQ®Y ju=Dx(u) oGx(v)=Du)" oG(v)=(tc?)" .

De plus
(i) Pour tousz € X ety €Y onaju(z@y) =0, 5, -
(i) 4u(p(X) ® Y) C Ln(X)p e ju(e(X ®Y)) C arn(X).
(iii) La restriction de j, 4 X @ q(Y') est injective.
(iv) ju est normiquement continue et ||ju|| < ||u||.
(v) Jju est continue sur les parties bornées si on munit X @Y de la topologie
o et Ly(X) de la topologie ullrafasble.
(vi) Si X est non dégénérée alors application u v jy, est infective.
Preuve. Les égalités dans la définition de j, ainsi que ses propriétés algébri-
ques résultent facilement du lemme précédent et de la proposition 2.4.1. L’assertion
(i) est également immédiate.
(i)Sivep(X)®@Y ona

poju(v)ep=(poiioTop) =(Hop-3)" =ju(v) .
Maintenant si v € ¢(X ® Y) on a pour tout m € M
Ju(m-v) = D(u)"o(mx (m)@Id y ®ld x JoG(v) = mx(m)o(D(u)* 0G(v)) = m-ju(v) .
(iii) Soit v € X®q(Y) tel que 0 = (Wo¥)*. AlorsIm () C Ker (%) = (1—¢)(Y)
etona,pourtousc € Xety=y1 +y2 € q(Y)d (1 —g)¥)
(v,2y) = (1,20 )+ {v,z Q)
= (¥(2),p(1)) +((1 = p) - v,2® (1 - p)(12))
=0
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d’olt v = 0.

() [lu(@) = & o Bl < flull flu]l.

(v) Soit (v;) une suite généralisée bornée de X @Y convergeant vers 0 pour la
topologie o. D’aprés 'assertion précédente, la famille (j, (v;)) est bornée, et pour
tous z,z’ dans X on a (Lemme 1.2.4) la convergence pour la topologie ultrafaible
dans N de la suite généralisée ({z', ju(vi)z}) = ((D(u)2’,v; ® z)) vers 0. Il en
résulte que (ju)(vi)) converge ultrafaiblement vers 0 dans Ln(X).

(vi) Si ju = 0 on obtient 0 = z - (ti(y),2’) pour tous 2,2’ de X et y de Y.
Comme X est non dégénérée cela implique @ = 0 et I'application u —— @ est
injective,

3. VECTEUR D'INDICE FINI

Ce chapitre est consacré 4 la définition et & la caractérisation des vecteurs d’indice
fini dans une composée, et généralise ainsi les propriétés établies dans [3] pour les
espérances conditionnelles. Il nous semble nécessaire de distinguer la notion de
vecteur faiblement d’indice fini introduite au paragraphe 3.1 de celle de vecteur
d’indice fini étudiée au paragraphe 3.2. L’indice d’un vecteur est en général un
opérateur, mais dans le cas des facteurs, ¢’est un scalaire et nous montrons qu’il
est alors a valeurs dans I’ensemble défini par V. Jones ([12]). A partir d’un
vecteur d’indice fini nous relions par des poids opératoriels finis les algébres de
von Neumann constituant les tours construites au paragraphe 1.6. Enfin pour les
correspondances définies a partir d’une application complétement positive, nous
caractérisons le fait qu’elles admettent un vecteur d’indice fini. ‘

Comme précédemment, X désignera une M-N-correspondance et ¥ une N-
M-correspondance.

3.1. VECTEUR FAIBLEMENT D’INDICE FINI.

3.1.1. TugoRrEME. Soit u € c(Y ® X) de supports 1. Les condilions suiv-
antes sont équivalentes:
(i) @ définit une bijection normiquement bicontinue de Y sur u(Y).
(i1) U est une bijection de Y sur X.
(iii) @(Y") est un N-module hilbertien autodual.
(iv) u(Y) est un N-module hilbertien.
(v) Ju tnduit une bijection de X @Y sur K3(X).
(vi) Nl existe K € R* tel que pour touly €Y on aitfy 4 < Kny({@(y), 8(y))).
Preuve, (i) = (ii) Soit € X = @(Y) . D’aprés le théoréme de densité de
Kaplansky pour les modules hilbertiens autoduaux, il existe une suite généralisée
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(y:) de Y telle que (#(y;)) soit bornée et converge vers z en topologie o. Par bi-
continuité, il résulte que la suite généralisée (y;) est bornée dans I'espace autodual
Y quitte & considérer une suite généralisée extraite, on peut donc supposer que
(v:) converge en topologie ¢ vers un y € Y. Par o-continuité de ¥ sur les parties
. bornées, on obtient z = u(y).
(ii) = (iii) et (iii) = (iv) sont des implications immédiates.
(iv) = (i) Par hypothése © est continue bijective entre les espaces de Banach
Y et u(Y), donc bicontinue.
(ii) = (v) 1l suffit d’appliquer la proposition 2.4.4 (i} et (iii).
(v) = (ii) Considérons z € X et z =z’ - (z,z)% sa décomposition polaire.
Par hypothése il existe
n
v=) #®KEXOY
i=1

tel que

n n

oz',x' = ju(v) = Zoz'i,;(y.') = Z‘oa(y;),z;
i=1

i=1 i=

puisque 8+ o+ est autoadjoint. Alors

2= 0u0(a) = 3 0,(2) = 2L lor 2 )
i=1 i=1

(vi) = (i) Le résultat du lemme 2.2.1 reste valable dans le cas de bimodules

non nécessairement autoduaux et par suite, ’équivalence cherchée est immédiate. @

3.1.2. DEFINITION. On dira qu’un vecteur u appartenant a ¢(Y ® X) et de
supports 1 est faiblement d’indice fini si les conditions équivalentes du théoréme

précédent sont réalisées.

3.1.3. REMARQUE. Soit E € Py(M, N). En appliquant le corollaire précé-
dent au vecteur 1® £ de X(i) ® X(E) on retrouve la proposition 3.3 de [3]. On
obtient donc le résultat suivant:

1 ® £g est faiblement d’indice fini dans X(:) ® X(E) si et seulement si E est

faiblement d’indice fini au sens de la définition 3.6 de [3]).
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3.2. INDICE D’UN VECTEUR.

3.2.1. LEMME. Soil u € c(Y ® X) de supports 1. Pour toutv€ X @Y, les

conditions sutvanies sont équivalentes:
(i) Potu=1Idy.

(i) Uov =1d x.

(ili) Gy (u)* o Dy (v) = ldy.

(iv) Gx(v)* o Dx(u) =1d x.

Lorsque ces condilions équivalentes sont réalisées, v est unique el de sup-
port 1,

Preuve. Les équivalences (ii) <= (iii) et (ii) <=> (iv) viennent de la propo-
sition 2.4.4.

(i) => (ii) Si Vo & = Idy, assertion (i) du théoréme 3.1.1 est satisfaite et
par suite ¥ est une bijection dont la réciproque est 9.

(i) == (i) Comme u est de supports 1, % est injective et 1’assertion (ii)
mountre alors que U est surjective et d’inverse 7. 1§

3.2.2. DEFINITION. Soit u € ¢(Y ® X) de supports 1. Si pour un vecteur
de ¢(X ® Y) les conditions du lemme précédent sont satisfaites, nous dirons que
ce vecleur est assocté & « et nous le noterons u.

3.2.3. TutorEME. Soit u € ¢(Y ® X) de supporis 1. Supposons X non
dégénérée et identifions mx (M) avec M. Les conditions suivanies sont équivalentes:
(1) M eziste I’ € Po(Ln(X), M) tel que, pour lous y,y de Y on ail

F(G;(y)la(y)) = (?/s TJ’> ’

(i) H eziste une famille (y;); de Y telle que ((yi,vi))i soit ultrafaiblement
sommable dans M et (W(yi)); constitue une base orthonormele de X.
(iil) u edmet un vecteur associé u.
(iv) ju définit une bijection normiquement bicontinue de X @Y sur K4 (X).
(v) ju est un isomorphisme de Ly(X)-M-modules de X @Y sur Ln(X).
(vi) Il eziste K € R* iel que pour toute famille finite (y;)j=1,.n de Y on
ait dans Mp(Lar(Y)) '

(Oyi;) S K (7ry ((a(y;),ﬁ(w)))) :

De plus si ces conditions sont réalisées alors Y = X, le poids opératoriel FF
est égal & Fgiz'(S) = S -1 pour tout S € Ly (X).
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Preuve. (i) = (ii) L’application # définit une bijection normiquement con-
tinue de Y sur @(Y'); montrons qu’elle est bicontinue. Soit (yx) une suile de Y
telle que @(y:) converge normiquement vers #u(y). On a alors

we = v = 0l = 1P (0., _py gyl = 0 -

Done y; converge normiquement vers y. Il résulte du théoréme 3.1.1 que u est
faiblement d’indice fini. Donc u(Y) = X. Soit (zi) une suite bornée de X qui
converge en topologie o vers 2. L'égalité F(0y ) = (v, i~!(zy)), pour tout
y € Y, montre que #~! est o-continue sur les parties bornées. Montrons que pour
#~1 la condition (vi) du théoréme 2.2.2 est satisfaite. Soient (a;); une base de X

et ¥y = ﬁ“i(a,-). Alors

Idx = Zoai,ai = Zoa(y.-),a(y.-) d'od z(yisyi) = F(Idx) ‘
i i

1)

(11) = (iii) D’apreés le lemme 2.1.5, il existe v = 2 u(yi)®y; € X®Y. Pour

)

tout ¢, posons p; = (W(y;), ¥(y:)). On a

Efi(y,-) ®pi-yi=v= Eﬁ(y,-) ® v(u(w)) (Proposition 2.1.1(vi))

et par suite 9(U(y;)) = pi - ¥ pour tout i (Corollaire 1.2.6). D’olt
(@ o D) (@(w:))h(pi - wi) = W) - pi = (w:) -

.Par suite to v = Id x et d’aprés le lemme 3.2.1 ona v =%.

(iii) = (i) Soit ' = Fy le poids opératoriel normal fini fidéle de Lx(X)
dans M défini par le vecteur u. Soient y et 3 dans ¥. On a d’aprés la proposition
2.1.1 (vii)

POy ) = @ ayaen @
= (ui(y), (Wa(y))
=(y,¥) .

(iii) = (iv) On vérifie aisément que I’application qui & tout S dans K% (X)
associe .S - u est la bijection réciproque de celle définie par j,.

(iv) = (v) D’aprés les propriétés déja démontrées de j, (Proposition 2.4.4),
il ne reste & prouver que la surjection. Soit donc S € Ln(X). Puisque K& (X)
est un idéal ultrafaiblement dense de Ln(X), d’aprés le théoréme de Kaplansky,
on peut choisir une suite généralisée (v;); de X O Y telle que (ju(vi))i converge
ultrafaiblement vers S avec ||ju(v:)|| < ||S|| pour tout i. La continuité normique
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de j; ! montre que les v; sont dans une boule o-compacte. Quitte 3 considérer une
suite généralisée extraite, on peut alors supposer que les v; convergent en topologie
o vers un vecteur v de X ® Y. La continuité de j, sur les parties bornées montre
alors que j,(v) = S.

(v) == (iii) Soit v € X @Y tel que j,(v) = Idx. Alors G0 9 = Id x et,
d’apres le lemme 3.2.1, v est le vecteur associé de u.

(iii) = (vi) Il suffit d’appliquer le théoréme 2.2.2 2 %~ =%,

(vi) = (iii) L’hypothése faite implique que « est faiblement d’indice fini
et donc que © est une bijection de ¥ sur X (Théoréme 3.1.1). Il suffit alors
d’appliquer le théoréme 2.2.2 & -1,

Si ces conditions sont réalisées, 'unicité de F est évidentc et F = Fy par
construction. Le fait que Y = X est une conséquence de la proposition 1.5.6; en
effet on a d’une part Y = ¥ @ X(F,) et d’autre part ¥(F,) = U(Y) ® X car le
vecteur u de Y @ X est totalisateur pour £(Y) (Proposition 2.1.1). 1§

3.2.4. DEFINITIONS. Nous dirons qu’un vecteur u appartenant a ¢(Y ® X)
est d’indice fini dans Y @ X s'il est de supports 1 et si les conditions équivalentes du
théoréme précédent sont satisfaites. On appelle alors indice de u l'opérateur de la
sous-algébre de von Neumann commutative de 3 L (X) engendrée par mx (Z(M))
et px(Z(N)), défini par

Ind (u) = px ({v, u))rx ((%,%) = Dx(u)* o Dx(u) o Gx(4)* o Gx(u) .

Remarquons que si Af et N sont des facteurs, alors Ind (u) est un scalaire et
on a Ind (u) = Ind (u).

De maniére naturelle nous dirons qu’un correspondance X est d’indice fini
s’ existe un vecteur u d’tndice fini dans c(-}?@)X ). Cette notion sera analyée plus
spécifiquement dans [6), mais remarquons dés maintenant que X est d’indice fini
si et seulement si X est d’indice fini. .

3.2.5. ExeMpLES. Nous reprenons ici, avec les méme notations, les exemples
du paragraphe 2.1.

(i) Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et u € H, ® Ha. Siu est
d’indice fini alors Idy, = @ o est un opérateur a trace, d’ott H; et H3 sont de
méme dimension finie.

(ii)) Si X =Y = 1N, le vecteur u = 1 ® 1 est d’indice fini avec @ = u et
Ind (v) = 1.

(iii) Plus généralement si X est une équivalence de Morita, le vecteur u = 1y
appartenant a X ® X = 1y est d’indice fini, son vecteur associé est w = Id x, et
Ind (u) = Id x. Si u; est un autre vecteur d’indice fini, alors %y o % apppartient
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3 £vx)LN(X) et il existe ¢ inversible dans Z(N) tel que U1 = px(c)ou. On en
déduit u; = u - px(c)° = cet Uy = px(¢~1), d’ott Ind (u;) = Id x.

(iv) Pour i = 1,2 soient X; (respectivement Y;) une M-N-correspondance
(respectivement N-M-correspondance) et #; € ¢(Y; ® Xi). Le vecteur u = u1 G us
est I'indice fini si et seulement si u; et uz le sont. Dans ce cas on a

Ind (1) = 7mx,x, (1, u1) + {2, wa))px, 0%, ((F7, T0) + (T3, 72)) .

En particulier tout vecteur d’indice fini u € ¢(X ® X) ot X est la N-N-correspon-
dance N™ est d’indice supérieur a n?.
En effet si u = u; & - - - @ iy, posons ¢ = (u;, u;). On a alors ¢ ' = (W, %)

(Exemple (iii) ci-dessus), et

Indu =Ty Zc. ZCL
=rmy(n+ Z(c;ck + ¢ ter))

i<k
2 my(n+n{n-1))
znlldx .

L’exemple du poids opératoriel fini est sufisammment important dans toute
cette théorie pour que nous le traitions & part. On suppose dans la fin de ce
paragraphe que N C M et on note ¢ I'injection de N dans M. Si E € Po(M, N),
posons u = 1 ® £g € X(¢) ® X(E). Puisque Las(X(¢)) = M on a E = Fy et il est
naturel de donner la définition suivante. -

3.2.6. DérFiNiTION. On dira qu’un poids opératoriel E de Po(M, N) est
d’indice fini si le vecteur 1 ® €g est d’indice fini dans X(L) ® X(E). Si cette
condition est satisfaite on posera

Ind(E) = Ind (1 ®€Eg) .

3.2.7. ProprosITION. E est l'indice fint st el seulement si il est d’indice fini
au sens de [3] Définition 3.6.

Dans ces conditions le vecteur n € X(E) @ X(¢), le poids opératoriel normal
fini de Ln(X(E)) dans M et Phomomorphisme jg introduils dans le théoréme 3.5
de [3] coincident respectivement avec @, Fy el jy, ot u=1Q¢E.

Preuve. En effet, si E est d’indice fini au sens de (3}, ’exemple 2.1.3. (iv)
montre que 7 est associé & u. Réciproquement si u est d’indice fini, pour tous
z,y,¥ et mde Mona

Fa(Oapv)As)) = Fi E(Ba(y-),ﬁ(y'-)) =yy"
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et F est d’indice fini. De plus

Ju(Ae(2) @) = Oas(e) (anty*)) = JE(AE(Z) B y) .

.3.2.8. REMARQUES. (i) Dans le cas oit E est une espérance conditionelle,
en identifiant M et wg(M), la définition de 'indice de E donnée ici coincide avec
celle de [3] puisque le vecteur 1®£g est de carré scalaire 1. Cependant on constate
que pour un poids opératoriel fini, la définition de ’indice donnée dans [3] n’est
pas satisfaisante, puiqu’elle ne respecte pas la symétrie entre F, et Fs.

(i1} Il est possible de généraliser les résultats des théorémes 3.2.1 et 3.2.3 en
définissant la notion d’indice local. Un vecteur u € ¢(Y ® X) sera dit (faiblement)
localement d’indice fini dans Y ® X s'il est (faiblement) d’indice fini dans s(u)(Y)®
Fu)(X).

3.3. CONSTRUCTION DE BASE. Soit u dans ¢(Y ® X) de supports 1. Nous nous
proposons dans ce paragraphe de montrer que u et Fy, sont simultanément d’indice
fini. Puisque u est Lpr(Y)-totalisateur, on a X(F,) = U(Y) ® X. De plus I’égalité
Y =3(Y) ® U(Y) permet d’écrire

Y®X =PI euy)ex =3r)ely)eX].

Dans cette identification un vecteur u appartenant 4 Y ® X est transforméen Id y ®
u dans J(Y) ® [U(Y) @ X] et la recherche d’un vecteur associé nous conduit & nous
intéresser également a (U(Y) ® X) ® I(Y). Nous établissons ensuite une relation
entre les opérateurs de Hilbert-Schmidt définis par v dans ces deux décompositions

et étudions le cas de ’indice fini.

3.3.1. LEMME. Pour lout v € c(X ®Y) il eziste un unique vecteur noté v(v)
appartenant d c((U(Y)® X) @ J(Y)) tel que v(v)(u) = Vol pour tout u € Y ® X.
On a alors (v(v),v(v)) = py ({v,v)) et j,(v) = jo.

Preuve. Soient v € ¢(X®Y) et w ’application de {U(Y)® X dans I(Y) définie
par w(u) = ot = (ju(u))* pour tout u € Y ® X. D’aprés la proposition 2.4.4, w
est o-continue sur les parties bornées et on vérifie aisément qu’elle est Lpr(Y)-N-

antilinéaire. De plus, pour toute quasi-base (u;); de Y @ X, on a (Propositions
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2.4.1et 2.44)

py ({v,v})) = Dy (v)" Dy (v)
= Dy (0)" (3 Ounn ©1d v) Dy (v)
k

= DY(‘U)‘ (Z GY(uk)Gy (uk)*)Dy(v)
= ZU("k)“"(f“k)
= Z(w("k),w(uk» .

D’aprés le théoréme 2.2.2, il existe un vecteur »{v) appartenant a e((U(Y)}® X) ®
J(Y)) tel que w = ;(‘vh) De plus {¥(v), ¥(v}) = py ({v,v}) (Proposition 2.1.1).

Comme J(Y)QU(Y)®X =Y @X et L,,(v)(I(Y)) = Lar(Y) on peut écrire
pour tous T € Ly(Y)et v €Y @ X

MONTOW =0, = =T 1)

D’olt ju(u) =Ju. B
3.2.2. REMARQUE. Dans le cas ol la correspondance Y est non dégénérée

5 droite, nous pouvons identifier Z(M) avec py (Z(M)), et Papplication v est
orthogonale de ¢(X ® Y) dans ¢((4(Y) ® X) ® I(Y)).

3.3.3. LEMME. Soitu€c(Y @ X). Ona
(i) Pour tout T € Ly(Y) ona (Idy @ u) " (T) =T* - u.
(i) s(Jdy @ u) =s(u) et f(Idy ®u) =Idy ® f(u).
(1") Fuaygu=Fy
(iv) Ffy,gu = FJ en identifiant ¢, )Cn(8(Y) ® X) = Idy ® »Ln(X)
avec Ly (X).

Preuve. (a) Les assertions (i), (iil) et (iv) sont immédiates. D’aprés la
proposition 1.2.3. (ii), f(Idy ® u) appartient & ¢ )Ly (UWY) ® X) = Idy @
MLN(X). L’assertion (ii) résulte alors de (i) et de la définition des supports
(Lemme 2.3.1). &

3.3.4. THEOREME. Soit u € ¢(Y ® X) de supports 1.
(a) Les conditions suivanies sont équivalentes:
(i) u est faiblement d’indice fini.
(ii) Id y @ u est faiblement d’indice fini.
() Y®X ={T-v;T e Lyu(Y)}-
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Si ces conditions sont réalisées, Uinverse w de (Idy @ u)~ est donné
par w(u') = G- o’ pour tout v €Y ® X.
(b) u est d’indice fini si et seulement si Idy ® u est d’indice fini.
Si ces condilions sont réalisées, on a

dy ®u=v(H) , Ihd(ldy®u)=Idyy)®nd(x) , Ind(ldy ® )= Ind(u).

Preuve. (a) L'équivalence (ii) <=> (iii) est immédiate par le théoréme 3.1.1
et le lemme précédent.

(i) = (ii). 11 suflit de montrer que l'inverse w de (Idy ® u)” est normique-
ment continu. Par hypothése, % est bijectif bicontinu de Y sur X. Alors, I’égalité
T* =%~ oT - u donne

(T - w)ll = I7* W < W@~ M -wll < [&HIT - ull-

(i) => (i). On veut montrer que #~! est normiquement continu de %(Y’)
dans Y. Soient y € Y et y = z-{y, y)’i sa décomposition polaire. On a (proposition
2.1.1. (vi1))

@2 = ({55 - 8(2), o, )3 - )|
= [I{@(2), (v, 9} - G|
= |{y @ u(z), y @ u(2))||
= |0y, ‘“”2 :
Comme par hypothése w est normiquement continu de £3r(Y)-u dans Lpr(Y) on
en déduit par le lemme 1.3.1

llgll = 110y, 11 < Nl 110y, - ull = [kl liEw)II-

Si ces conditions sont réalisées, tout vecteur ' € Y @ X s’écrit ' =T - u olt
TeLp(Y)et

(4.?('11')=T"l zﬁ"lof‘:‘u=a—10‘!?.

(b) Si u est d’indice fini, il est faiblement d’indice fini. D’aprés ce qui précéde,
(Idy ® u)™ est une bijection de Lr(Y) sur ¥ @ X et, pour tout v’ €Y ® X,

—

wt') =uow = v(T)(u')

donc Idy ® u est d’indice fini et Idy ® u = v(u).
Réciproquement d’aprés (a), u est faiblement d’indice fini et, pour tout (z,¥)
de X x Y, on a (Proposition 2.1.1)

80051y = Gy imrgey ) = V@2
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d’olt
— -1 oy —
wly®z)=u"oy@z =05, -

Considérons une famille finie (z;)i=1,..» de X. Pour y € Y posons u; =

y ® z;. D’aprés le théoréme 3.2.3, il existe K > 0 tel que
(ow(u,-),w(u,-)) <€ K(my ({wi, u‘.f))) :

Puisque dans ¢, v)yCm(3(Y)) = Lm(Y), Vopérateur Or, r,, s'identific &

TiT3,0n a
Ous(usyw(u;) = eﬁ-l(s;),yoy,iﬂ(z,-) = oﬁ-l(z.:),ﬁ-n((y,y)-z,-)

d’ol, pour tout y €Y

(03_1(1\‘,)':_%(%!,)_2)_)) < I((WY((zil (ys y) : zJ))) -
Soit » le projecteur de Z(M) tel que M, soit I'adhérence ultrafaible de 1'idéal
I engendré par I'image du M-produit scalaire de Y. On a don¢ r = sup r; ol
L € I+.
Soit m € M tel que 0 €< m € 3 (v, 4i). 1l existe a € M tel que

i=1

n n

m= a(}:(y.-,yi))a = {%i-a,%-a).

i=1 =1

Donc Pensemble F = {3 {yi,y:); 4 €Y} est une face de M, et I, = F. Par suite
(03-1(z;),3-1(r.z,~)) g I{ (ﬂ'y ((I.’, T IJ))) .
Or, pour tout 3,47 (r - z;) = 4~ (z;) - r = &~ (z;) d’ol

(0;-‘\—!(1—‘-').3“(3:5)) <K (ﬂ'j' ‘((Z‘.’, 2,)))

et (théoréme 3.2.3) le vecteur u est d’indice fini.
Supposons maintenant ces conditions réalisées. Il reste & calculer les indices.

Ind(Idy Q u) = 7ru(y)®,.x((ldy Qu,Idy ® u))pyyiex ((Idy @ u,1dy ® u})
= myy)ex ((V(B), v(@))puyrex ((u, u})
= myyyex (v ({8, 1)) puqriex ((u, u))
= (puey)((7, 7)) ® Id x )py(v)ex ({u, u})
= (Id wyy ® 7x (4, %)) (Id yiv) ® px ({u, u}))
= Id yy) ® Ind (u).
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De méme, grace & I'identification de L, v)(I(Y)) et Lar(Y)

Ind(ldy ® u) = my((Idy ® u,Idy @ u))py ({Idy @ u,Idy Q@ u))

= my ({u, w))py (¥, W)
=Ind (ﬁ) ]

3.3.5. COROLLAIRE, On suppose X el Y non dégénérées. Soitu € ¢(Y ®X)
de supports 1.

(i) Le vecteur u est faiblement d’indice fini si et seulement si le poid opéralo-
riel F, de Car(Y) dans N est faiblement d’indice fini au sens de la définition 3.6
de [3]. Si ces conditions sont réalisées, alors (u,u) est inversible dans Z(N).

(i) Le vecteur u est d’indice fini si et seulement si le poids opératoriel Fy
est d’indice fini. Si ces conditions sont réalisées, alors j, réalise une équivalence
de correspondances entre X(Fg) et W(X) QY.

(iii) Si Vindice de u est un scalaire, ce qui est le cas si M et N sont des
facteurs, Ind (u) appartient ¢ lensemble {4 cos® m/n;n 2 3} U [4, +oof délerminé
par V. Jones ([12]).

Preuve. Le vecteur u étant totalisateur dans ¥ @ X pour Lp(Y) on a
X(F) =UY)® X, Er, =uet Ap,(T) =T -u pour tout T € Lpr(Y).

(1) 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent (a) et la remarque 3.1.3 pour
obtenir 1’équivalence annoncée. Dans ces conditions {(u,u) est inversible puisque
d’aprés ([3] Proposition 3.3.) il existe K > 0 tel que

1€ KFu(1) = K(u,u) .

(ii) De maniére analogue, il suffit d’appliquer le théoréme précédent (b) et
la proposition 3.2.8, puis de remarquer que si u est d’indice fini, alors, pour tout
v € X®Y, on a j,(v)-u = v (Théoréme 3.2.3). D’oll pour tous v et v/ dans X @Y

{Are(Ju(v)), Arc(Ju (v)) = Faliu (v)" ju(¥'))
= {ju(v) - T, ju(v') - %)
={v,v'). 1

3.3.6. TouRs DE JONES. On suppose X non dégénérée. Soit u € ¢(X ® X)
d’indice fini. Nous sommes maintenant en mesure de compléter la construction de
base commencée au paragraphe 1.6. dont nous conservons les notations.

Posons ug = u € ¢(Yp ®7d) et v9 =7 € ¢(Xo ®—)§).

Alors le vecteur Id y, ® ug est 'indice fini et son vecteur associé Id y, ® %o = v(vo)
appartient & c(((Yo) ® Yo) ® I(¥s)) = ¢(Y1 ® Y1). Nous noterons ce vecteur u;.
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En partant également de v et en itérant le procédé on construit une double suite
(un), (vn) de vecteurs d’indice fini qui vérifient

ugy € c(Yy ®?n) y vn €c(Xy ®Tn)

Up = IdY,._; RUp_1 , vp= Idx,,_, Q@ vy

Ind (us) = Ind (G=7) , Ind(vs) = Ind (5527).

En particulier, Ind (un42) = Ind (2737) = Ind (Id v, ® us) = Id iy, ) ® Ind (u,).
D'ot  Ind(uzp) =1d yy,,.,) ® ldyy,,_,) @ ® Id v,y ® Ind (ug)
et Ind (u2p+1) =1Id $1(Yap—1) ®Id #(Vop-3) D --@Id u(_yﬂ@lnd (va). L
Or, ’existence des vecteurs d’indice fini u, dans ¢(Y,,®Y, ) et de v, dans ¢(X,®X,)
équivaut a I’existence de poids opératoriels d’indice fini Fy,, de No41 .dans N, et
Fy, de M4, dans M,,.

Nous résumons cette situation par un diagramme.

No:N Afo:]\l
TF. <= u€e(Yo®¥ o) UE(Xo®X o) <~ P;I
_ v v
Ni=Lar(X) l >< 1 Mi=Cn(X)
TF-. A u1€¢(Y18Y1) vI€C(X1®X 1) = Fu, T
Na : : M
‘l\F.‘,, = Un€c(VYn®Y n) V€N n®X ) =3 F..,.T

Nn+l l ]_ )‘ln-{-l

A[Fumn — “n-{»lec(yn-}-l@?n-l»l) Un+1EC(Xn+|®Tn+|) p— Fv,‘_HT
Nn+2 ﬁ[n.*.;

Remarquons que, dans le cas des facteurs, tous les poids opératoriels con-
struits ont le méme indice que .

3.4. APPLICATIONS COMPLETEMENT POSITIVES.

3.4.1. DEFINITION. Soit ¢ une application complétement positive de M
dans N. On dira que ¢ est non dégénérée si la correspondance X(yp) est non
dégénérée.

11 est facile de voir qu’en particulier, st @ est fidele et si ¢(1) est de supports
1, alors ¢ est non dégénérée.
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3.4.2. LEMME. Soil ¢ une applicalion complétement positive de M dans
N. Le vecteur E;, appartenant a la N-Ln(X(yp))-correspondance i((p), définil une
application complétement positive, notée @, de N dans Ln(X(p)).

(i) Pour tout n € N, on a §(n) =g, .ng, .

(ii) 2(@) = X(¢).

Preuve. Immédiat. B

3.4.3. LEMME. Sotent ¢ de M dans N et p de N dans M, deuz appli-
cations complélement positives non dégénérées. Les condilions suivanies soni

équivalentes:

(i) N eziste u € c(X(¥) @ X(p)) tel que U(€y) = &y
(i) 1l eziste K € Rt tel que Kmy(y) 04 — & soit complélement positive.

Preuve. Posons X = X(p),Y = X(¥),§ =&, et n=Ey.
(ii) = (ii) D’aprés V’assertion (ii) du théoréme 2.2.2, il existe K € Rt tel
que, pour toute famille finie (n;)i=1,...k de N, on ait dans M (Ln (X))
Cotormyinsmy) < K(mx((ni - mym; -m)),
c’est 3 dire
(§(nin;)) = Og.ny eny) < K (7x (P(nin;)))
Dou Krx oy — ¢ > 0.
(ii) = (i) Par hypothése, pour toute famille fifiie (n;)i=1,...x de N ona
(Oe-ng en3) < K (nx (¥(niny))) .
Soit (m;)i=1,.. & une famille d’éléments de M. En multipliant & droite par la
k

matrice Y mx(m;) ® e;; et & gauche par son adjoint, on obtient (%)
i=1

(Om;-eny,m3-en3) € K (7x (mi¢(nin;)m;)) = K (zx ({n: - p-mi,n5 - -m5)))
La sommation de tous les coefficients d’une matrice étant une application positive,
il en résulte que

(32m; - miy, 3om £ miY ) < K ((Z" memi, 3 .,,.,m)) .

On peut donc définir une application M-N-antilinéaire w du M-N-sous-bimodule
Yy de Y algébriquement engendré par 5, & valeurs dans X et telle que w(n) = &.
On montre alors facilement & 1’aide de I’inégalité () que pour toute famille finie
(#)i=1,..k de Yo on a

(Bugywn) € Kmx (4, %)) -
D’aprés la remarque 2.2.3, il existe u € ¢(Y @ X) tel que % prolonge w. 8
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3.4.4. THEOREME. Soient ¢ de M dans N el p de N dans M deuz ap-
plications complétement positives, non dégénérées. Les conditions suivanies sont
équivelentes:

(i) 1 eziste K et K' dans RY {lels que Kwypyo 9 — @ et Kmygyop — ¥
sotent compléiement posilives.
(i) Il existe des poids opératoriels F € Po(Ln(X(p)),M) el
G € Po (Lar(X(¥)), N) tels que FoF =19 et Gotp= .
(i1i) Il existe u d’indice fini dans c(X(¥) ® X(p)) tel que u(€y) = €.
Lor:sque ces conditions sont réalisées, le vecteur u, les poids opératoriels IF

et G sont unigques et on a

.'{(!ﬁ):% , F=F; e G=F,.

Preuve. (ii) = (i) D’aprés la proposition 1.5.6, il existe des vecteurs v €
c(X(0) ® X(p)) et u € c(X(¢) ® X(¥)) tels que F = F,, et G = Fy. On a alors

(&), BE)) = (1,0, 6 - 4} = C(lgy,6,) = Go (1) = (1) = (€, &) -

On peut donc identifier X(¢) avec la sous-M-N-correspondance de % engendrée
par 'image de i, et on a alors £, = u(§y). D’aprés le lemme 2.3.1, le vecteur u
appartient & ¢(X(¥) ® X(¢)). De méme v € ¢(X(p) @ X(¥)) et ¥(£,) = £y. Le
lemme précédent permet alors de conclure.

(i) = (iii) D’aprés le lemme précédent, il existe u appartenant & ¢(X(¥) ®
X(p)) et v dans c(X(p) ® X(¥)) tels que U(€y) = &, et B(€y) = &y. 1l en résulte
immédiatement que %o ¥ = Id x(,) et ¥ o U = Id x(y). Donc X(¢) est d’indice fini.

(iii) = (ii) Soient u le vecteur associé & u et F = Fy € Po(Ln(X(p)), M).
Pour tout n€ Non a

F o g(n) = Fallg, ng.) = Fallgene.c,yme,)) = (7 - Eu: ) = () -

On vérifie de méme la relation G o J = avec G = F,. )

Si ces conditions sont réalisées, on a X(y) = X(p) d’aprés le théoreme
3.2.3. Les vecteurs £, et &, étant totalisateurs, 'unicité du vecteur u vient du
fait que Papplication u — % est injective. La démonstration précédente montre

que nécessairement IF = Fi et G = Fy, d’oli leur unicité. #
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3.4.5. DEFINITION. Si deux applications complétement positives ¢ et ¥
vérifient les conditions du théoréme précédent, nous dirons que le couple (p, ¢) est.
d’indice fini et nous poserons

Ind ((¢, %)) = Ind (u) .

3.4.6. COROLLAIRE. Soil ¢ une application compléiement positive non dé-
générée de M dans N. Alors X(p) est d'indice fini si et seulement si il eziste
une application complélement positive non dégénérée o de N dans M delle que le
couple (¢, ) soit d’indice fini.

Preuve. Si X(p) est d’indice fini, il existe un vecteur u dans ¢(X() ® X(#))

d’indice fini, et le vecteur 5 = %(£,) appartenant & X(p) définit une application

complétement positive ¢ non dégénérée de N dans M telle que X(¢) = X(p). 11
suffit donc d’appliquer le théoréme précédent. &

Etudions le cas particulier d’un poids opératoriel fini et d’une injection.

3.4.7. PROPOSITION. Soieni N une sous-algébre de von Neumann de M ¢t

¢ Vinjection canonique de N dans M et soil F € Py(M,N).
(i) F est d’indice fini si et seulement si le couple (F, i) est d’indice fini. 53

ces conditions sont réalisées, on a Ind (FF) = Ind ((F, ) et X(F) est d’indice fini.

(i) Si X(F) est d’indice fini, I n’est pas nécessairement d’indice fini, mais
il existe ' € E(M, N) d’indice fini.

(ili) Si l’une des conditions suivantes est réalisée

o F est faiblement d’indice fini

e Z(N) est de dimension finie

o Z(M) est de dimension finie

alors, X(F) est d’indice fini si et seulement si F' est d’indice fini.

Preuve. (i) Soit u=1Q¢&r € X(F) ® X(F). Puisque #(1) = £F, le théoréme
précédent montre que le couple (F,:) est d’indice fini si et seulement si le vecteur
u est d’indice fini.

(ii) Supposons X(F) d’indice fini et donnons un exemple ol F' n’est pas
d’indice fini. Pour cela posons M = N = L®(C) et a € L®(C) defini par a(z) = |2
si |2] € 1 et a(z) = 1 sinon. L’application F : g — a®g est un poids opératoriel
normal fini de L°(C) dans lui méme qui n’est pas faiblement d’indice fini: si
¢’était le cas il existerait K > 0 tel que

Ve L®(C) |Iflle € KIIF(f)llo ([3] Proposition 3.3)
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et il suffit de considérer la suite des fonctions caractéristiques des boules B(0, 1)
pour voir que cette inégalité est absurde. De plus Id est une espérance condition-
nelle d’indice fini et on a X(F) = X(Id) = L=(C).

Revenons au cas général. Puisque X(F) est d’indice fini, il existe un vecteur
u appartenant X(¢) ® X(F) tel que Fy soit un poids opératoriel normal fini fidéle
d’indice fini de Lar(X()) = M dans N (Corollaire 3.3.5. (ii)). Puisque Fy,(1) est
inversible, il suffit de prendre Pespérance conditionnelle Fy,{1)~1F,.

(iii) Si X(F') est d’indice fini, aprés (ii), il existe E € £(M, N) d’indice fini.
Si F est faiblement d’indice fini, alors F est d’indice fini d’aprés ([3] Corollaire
3.16). Dans le cas ot Z(N) ou Z{(M) est de dimension finie, les corollaires 3.18 et
3.20 de (3] impliquent que F' est d’indice fini. 8

3.4.8. LEMME. Soient N une sous-algébre de von Neumann de M el «
Uinjection canonique de N dans M. Si il eziste une application complélement pos-
itive p de M dans N telle que le couple (1, ) soit d’indice fini, alors ¢ eppartient
a Po(M, N).

Preuve. D’aprés le théoréme 3.4.4, il existe un vecteur v d’indice fini dans
c(X(p) ® X(1)) tel que %(€,) = €. Pour tout n € N, on vérifie aisément que
n-€, = €, - n et par suite ¢ est un poids opératoriel fini normal de M dans N.
De plus il existe K € Rt tel que Kmx(,) o ¢ — T soit complétement positive c’est
a dire K¢ o ¢ — Id py complétement positive. Cette derniére relation implique la
fidélité de . &

3.4.9. PrROPOSITION. Si N une sous-algébre de von Neumann de M el si
désigne Uinjeclion de N dans M, les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) La correspondance X(i) est lindice fini.
(i) I existe un I' € Po(M, N) tel que le couple (¢, F) soit d’indice fini.
(i) 1l existe un I’ € Po(M, N) et il existe K € R*F tel que Kio F —Id gy
sotl complétement positive.
(iv) Il existe un F € Po(M, N) d’indice fini.
(v) Il existe un E € £(M, N) d’indice fini.

Preuve. L’équivalence (i) <= (ii) résulte du lemme précédent et du corollaire
3.4.6. L’implication (ii) = (iii) est conséquence du théoréme 3.4.4. Le théoréme
3.5 de [3] et la proposition 3.2.7 donnent (iii) <= (iv). Enfin 'implication (iv)
= (v) vient de 3.4.7, et (v) => (i) est immédiat puisque X(z) = HXTI-E—) 1
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3.4.10. REMARQUES. Si ¢ est une application complétement positive de M
dans N, la correspondance X(y) est d’indice si I’on peut trouver une application
completement positive ¢ de N dans M telle que le couple (i, ¥) soit d’indice fini.

Pour définir ’indice d’une application complétement positive ¢, il faudrait
donc étre en mesure de privilégier une application complétement positive g telle
que le couple (p, 1g) soit d’indice fini, et poser Ind () = Ind ((¢, ¥0))-

Dans le cas d’un poids opératoriel fini, on dispose de I'injection canonique
(Proposition 3.4.7).

Pour une inclusion il n’existe pas en général de candidat naturel, mais la
proposition 3.4.9, montre qu’il faut chercher parmi les poids opératoriels finis.
Dans la situation de Jones ([12]) I’espérance conditionnelle canonique qui relie les
traces s'impose. Si I’inclusion est irréductible, il existe au plus une espérance con-
ditionnelle. Si M et N sont des facteurs, existence d’une espérance conditionnelle
minimale ([11], [14], [10]) fournit le candidat. Plus généralement, dans le cas des
facteurs, cette idée conduit 4 la notion d’indice d’une correspondance. L’étude de
ce probléme est faite dans [6].
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