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ABSTRACT. Let Ny C Nj a depth 2, finite index inclusion of type II; factors
and Ny C Ny C N C N3 C - - - the corresponding Jones tower. D. Nikshych
and L. Vainerman built dual structures of quantum C*-groupoid on the rela-
tive commutants Nj N N et Nj N N3.

Here I define a new duality which allows a symmetric construction without
changing the involution. So the Temperley-Lieb algebras are selfdual quan-
tum C*-groupoids and the quantum C*-groupoids associated to a finite depth
finite index inclusion can be chosen selfdual.

I show that every finite-dimensional connected quantum C*-groupoid acts
outerly on the type II; hyperfinite factor. In light of this particular case, I
propose a deformation of any finite quantum C*-groupoid to a regular finite
quantum C*-groupoid.

KEYWORDS: Subfactors, quantum groupoids, Temperley-Lieb algebras, crossed prod-
uct, action.

MSC (2000): 46L37, 16W30, 57T05, 22D35.

1. INTRODUCTION

Soient une inclusion de facteurs de type II;, Ny C Nj, de profondeur 2

d’indice fini et
A f
NoCN CNyCN3C---

la tour obtenue par construction de base. Si I'inclusion est irréductible, les com-
mutants relatifs A = N(’] NNy etB = N{ N N3 peuvent étre munis de structures
duales d’algebres de Kac de dimension finie (voir [5], [10], [18]). Généralisant les
méthodes de W. Szymanski aux inclusions réductibles, D. Nikshych et L. Vainer-
man définissent dans [13] une dualité entre les commutants relatifs A et B al’aide
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de la trace tr de Ni:
(a,b) = [Ny : No)*tr(af2f1Hb) a € A,b € B.

(L’élément qui rend compte du fait que l'inclusion n’est pas irréductible est
I'indice H de la restriction a N{ N N, de la trace tr.) A l'aide de cette dualité,
ils définissent des structures duales de C*-groupoide quantique sur A et B. Les
coproduits sont définis par dualité, aussi pour qu’ils soient compatibles avec
I'involution, ils ont d(i définir de nouvelles involutions sur A et B différentes
de celles héritées du facteur Ny. L'étude de ces structures a 1’aide de formules
généralisant celles obtenues dans [5] pour une inclusion irréductible fait appa-
raitre un autre inconvénient: si on note B(N; C Nj) la structure définie sur B, la
structure duale sur A n’est pas isomorphe, mais anti-isomorphe a B(Ny C Ny).

Je propose ici une autre dualité qui permet une construction symétrique
conservant l'involution:

(a,b) = [Ny : No)*tr(aHY?f,f1H"/?b) a € A,b e B.

Avec cette nouvelle définition, si on note B(N; C Nj) la structure définie sur B,
la structure duale sur A est B(Ny C Nj). Les propriétés des structures de C*-
groupoide quantique construites a partir de cette dualité pourraient s’obtenir &
partir des résultats de D. Nikshych et L. Vainerman. Certaines démonstrations
sont d’ailleurs fortement inspirées des leurs. Pourtant, comme je dispose main-
tenant de formules pour les co-produits et les antipodes, je donne souvent des
démonstrations directes.

L'intérét de cette construction symétrique apparait dans la partie 4. Dans le
cas d'une inclusion de profondeur finie, on peut alors obtenir des C*-groupoides
quantiques autoduaux.

Dans la partie 5, je précise la structure de C*-groupoide quantique des al-
gebres de Temperley-Lieb. Grace a la symétrie de la construction, ces C*-groupoi-
des quantiques sont autoduaux. J'étudie en particulier le C*-groupoide quan-
tique de dimension 13 associé au graphe linéaire A4 et montre qu’ il est isomor-
phe a celui décrit par G. Bohm et K. Szlachanyi dans 5 de [3].

Dans la partie 6, j'étends aux C*-groupoides quantiques connexes de di-
mension finie un résultat de D. Nikshych [11] sur les algebres de Kac faibles en
les faisant agir extérieurement sur le facteur hyperfini de type II;.

Dans la partie 7, je montre qu’on peut déformer toute paire de C*-groupoi-
des quantiques finis duaux en une paire de C*-groupoides quantiques finis régu-
liers sans modifier la structure de C*-algebre.

L’essentiel de ce texte a été écrit au printemps 2001, la partie 6 I'a complété
au printemps 2003 et la 7 a 'automne de la méme année. Léonid Vainerman et
Jean-Michel Vallin ont été a l’origine de ce travail, je les en remercie vivement
et plus particulierement Léonid pour de nombreux échanges par courrier élec-
tronique a propos de la construction originale du C*-groupoide quantique. Mes
remerciements vont aussi a Kornel Szlachdnyi pour ses réponses précises. Les
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calculs concernant le groupoide quantique de dimension 13 ont été grandement
facilités par les conseils Maple de Jacques Peyriere, je lui en suis reconnaissante.

2. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES FINIS

On rappelle ici les définitions de C*-groupoide quantique fini et de C*-
groupoide quantique fini dual (voir [2], [11], [14], [15]) ainsi que celles d'une
action et du produit croisé.

2.1. C*-GROUPOIDE QUANTIQUE FINI.

DEFINITION. Un C*-groupoide quantique fini est une C*-algebre G de dimen-
sion finie (on note m la multiplication, 1 l'unité , * l'involution) munie d'une
structure de co-algebre associative avec un coproduit A, une co-unité ¢ et un an-
tipode S tels que:

(i) A soit un *-homomorphisme d’algebres de G dans G ® G vérifiant:

(A®id)A(1) = (1®A(1))(A(1) ®1).
(ii) La co-unité soit une application linéaire de G dans G vérifiant:
e(fgh) = e(fgn))e(goyh) (f.8h) € G
(propriété équivalente a
e(fgh) = e(fg))e(gnyh)  (f,&h) € G?).

(iii) L'antipode S soit un anti-homomorphisme d’algebre et de co-algebre de G
dans G vérifiant pour tout g de G:

m(id ® S)A(g) = (e®id )(A(1)(g® 1))
(propriété équivalente a
m(S®id)A(g) = (id ®e)((1® g)A(1)).

On appelle co-unité but et co-unité source les applications ¢; et &5 définies pour
tout ¢ de G par:

er(g) = (e®@id)(A(1)(g®1)), es(g) = (id ®e)((1®g)A(1)).
2.2. C*-GROUPOIDE QUANTIQUE DUAL.

DEFINITION. On définitsur G = Homg (G, C) une structure de C*-groupoi-
de quantique dual de celle de G grace aux formules suivantes:

(h, ) = (A(h), ¢ 2 ),
(h@g,A@)) = (hg, ),
{h,S(¢)) = (S(h), ),

(h,¢") = (S()", ),
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pour tous ¢ et ¢ de G et tous h et gdeG.
L'unité de G est ¢ et la co-unité € est ¢ — (1, ¢).

2.3. PROJECTION DE HAAR, MESURE DE HAAR. D’apres4.5de[2] et7.3.1de[13],
il existe une unique projection p de G invariante par l’antipode, appelée projection
de Haar normalisée telle que pour tout ¢ de G, on ait les propriétés équivalentes
suivantes:
) er(g)p = gp ete(p) = 1;
(ii) pes(g) = pg, etes(p) = 1.
La forme linéaire duale ¢ de la projection de Haar normalisée est appelée

mesure de Haar normalisée de G. Elle est fidele, invariante par I'antipode et vérifie
les propriétés équivalentes suivantes:

(i) (id @ P)A= (& @ P)A et o =5

(i) (p@id)A = (P ©&)A et pots =&
2.4. LES SOUS-ALGEBRES CO-UNITALES. ([15], 2.2, [2], 2.5 et 2.9) L'algebre Gs; =
€s(G) (respectivement Gy = ¢¢(G)) est appelée sous-algebre co-unitale source (res-
pectivement sous-algebre co-unitale but).

Les co-unités but et source sont des homomorphismes idempotents de G;
(respectivement G;) et vérifient pour tout g de G:

(id ®e)A(g) =11)8 @1(p) et (es®@id)A(g) = 1(1) ® gl(y).

On a aussi les formules suivantes:

g0S=¢c0e=S8S0¢e; et g,05=¢g50e =So0¢;.

Les sous-algebres co-unitales commutent entre elles et vérifient:
G={3€G:AQ) =11g®1p =gl @1} = {(w®id)A(1) : w € G},
Gs={8€G:A(8) =11)®glp) =11)®1pg} ={(id ®w)A(1) : w € G}.

2.5. C*-GROUPOIDE QUANTIQUE FINI REGULIER. On dit que le C*-groupoide

quantique fini G est régulier si son antipode est involutif sur les algebres co-
unitales.

2.6. ACTION D’UN GROUPOIDE QUANTIQUE. ([12], definiton 1.2.2, [11], 2.2)

2.6.1. Soit M une algebre involutive unitaire. On dit qu'un groupoide quantique
G fini agit a gauche (respectivement a droite) sur M s’il existe une application
linéaire g @ m +— g>m de G ® M dans M (respectivement m ® g — m < g de
M ® G dans M) définissant une structure de G-module a gauche (respectivement
a droite) sur M et vérifiant pour g dans G et x et y dans M:

(1) g5 (xy) = (g1)>%)(g(2) > y) (respectivement (xy) <g = (x<g())(y <
82)))

(2) (g x)* = S5(g)* > x* (respectivement (g <x)* = x* <15(g)*);

(3)g>1 =1¢4(g)>1 (respectivement 1<ag = 1<¢€5(g)).
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Si M est une C*-algeébre ou une algébre de von Neumann, I'application
g ®m +— g m (respectivement m ® g — m < g) doit étre continue en norme ou
faiblement pour tout g de G.

D’apres definition 1.2.4 de [12], une action a gauche est dite standard si
I'application x ® 1p; + x> 1) est un isomorphisme de A; sur une sous-algebre
de M.

Une action a gauche est standard si et seulement si elle vérifie:

gr1=0%s¢g(g) =0.
2.6.2. Rappelons les définitions des actions cLuales des groupoides 'un sur 1’au-
tre (voir [12] ou [11]). Posons A = G et B = G. Le groupoide A agit a droite sur
: baa=(abn))by a€AbEB.
Le groupoide B agit a gauche sur A:
bra=(apy),blag) a€AbeB.

De facon équivalente, pour tous x etade Aetyetbde B,ona

(x,b<a) = (ax,b) et (b>a,y) = (a,yb).
2.6.3. Les actions que nous venons de définir sont standard.

PROPOSITION. ([2], lemme 2.6) L'application x — 1j < x est un isomorphisme
de I'algebre As sur I'algebre By. Sa réciproque est donnée par y — y>1,,y € By

2.6.4. ([2], 2.7) Des propriétés des sous-algébres co-unitales, on déduit les for-
mules suivantes pour b dans B, x dans A; et y dans As:
x>b=(x>1,)b et yrb=>(yrl,),
bax=(ly<ax)b et bay="(1,<y).
2.7. PRODUIT CROISE D'UNE ALGEBRE PAR UN GROUPOIDE QUANTIQUE.
2.7.1. DEFINITION. ([11],2.2) Le produit croisé a gauche (respectivement a droite)
M x G (respectivement G x M) est le C-espace vectoriel M ®¢, G (respective-
ment G ®g, M) ot on identifie m(z>1) ® g et m ® zg (respectivement gz ® m et
g ® (1<az)m) pour m dans M, g dans G et z dans G; (respectivement G;). Soit
[m ® g] (respectivement [¢ @ m]) la classe de m ® g (respectivement ¢ ® m).
On munit le produit croisé d'une structure d’une algébre involutive en
posant pourtous g et i dans G et x et y dans M:
x@glly@h] = [x(gq)by) ®g@)h] et [x@g]" =[(g(1)>x") ® gl
respectivement,
[g@x][h@y] = [ghn) ® (x<hp)y] et [g@x]" = [g(;) @ (x" ag(y)].
De plus si M est une C*-algebre ou une algebre de von Neumann, le produit
croisé devient une C*-algebre ou une algebre de von Neumann.
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Les applications ig : ¢ — [1 ® g] (respectivement g — [g ® 1]) et iy :
m — [m @ 1] (respectivement m +— [1 ® m]) sont des homomorphismes injectifs
d’algebres involutives de G et M dans le produit croisé telles que:

M x G =iy(M)ig(G) (respectivement G x M = ig(G)ipy(M)).
2.7.2. ACTION DUALE SUR LE PRODUIT CROISE. ([11], 2.2). On définit 1’action

duale a gauche (respectivement a droite) de G sur M x G (respectivement G x
M) par:

ho[mog)l=[mohvg] g€GheGmeM
(respectivement [¢ @ m] <h = [gah@m] g€ G,he G,m e M).
2.8. INCLUSIONS DE PROFONDEUR 2. Nous rappelons ici quelques résultats de
[12] qui motivent cet article. Nous considérons un C*-groupoide quantique A de
dimension finie agissant sur une algebre de von Neumann M.
2.8.1. PRODUIT CROISE ET TOUR DE JONES.

COROLLAIRE. ([12],4.1.5) Soient N et M des algeébres de von Neumann et A un
C*-groupoide quantique de dimension finie tel que M soit N x A. La tour

NCMCMXACMXAxAx:
est une tour de Jones de profondeur 2.
En particulier, si on prend N = A;et M = Ay x A = A, alors
AtCACAXIACANgX]AX%”
est une tour de Jones.
2.8.2. ACTION EXTERIEURE. Nous prendrons le résultat du théoréme suivant
comme définition pour une action extérieure.

THEOREME. ([12],4.2.3) L’action de A sur M est extérieure si et seulement si on
a I'égalité:
M N (MxA)=Z(M) x As.

2.8.3. C*-GROUPOIDE QUANTIQUE CONNEXE.

DEFINITION. Un C*-groupoide quantique A est dit connexe (terminologie
de [11] que nous gardons car elle fait référence a l'inclusion A; C A) ou pur
(terminologie de [12]) si As N Z(A) est réduit a C.

PROPOSITION. ([12], 2.4.6) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) A est connexe;
(ii) As N Ay = C;
(iii) Ay N Z(A) = C.
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REMARQUES. (i) Si A est connexe, toute action est standard ([12], 2.2.1).

(if) D’apres le théoréme 3.1.1 de [12], le centre de M x A contient nécessaire-
ment 151 X (Af N Z(A)). Donc la connexité de A est nécessaire pour obtenir un
facteur comme produit croisé.

(iii) D’apres le corollaire 2.4.4 de [12], si I’action de A sur M est standard, le
centre de M contient nécessairement une sous-algebre isomorphe a A; N A donc
la connexité de A est nécessaire a I'action de A sur un facteur.

2.8.4. ACTION EXTERIEURE ET FACTEUR.

THEOREME. ([12], 4.2.4) Si A agit extérieurement et de facon standard sur un
facteur M, M x A est un facteur si et seulement si A est connexe.

THEOREME. ([12], 4.2.5) Si A est connexe et agit extérieurement sur un facteur
M alors la tour
MACMCM©XACMXAXAX---
est une tour de Jones de facteurs. De plus le groupoide dual A est aussi connexe et son
action canonique sur M x A est extérieure.

2.8.5. TOUR DERIVEE. Le résultat suivant précise la tour dérivée de l'inclusion
obtenue par I'action de A.

COROLLAIRE. ([12], 4.3.5) Soient A un C*-groupoide quantique fini agissant
extérieurement sur un facteur M et N la sous-algebre des points fixes de M sous A. On
a les égalités suivantes:

N/ﬂleMXIAt,
MNMxA=1)xAs,
N'NMxA=1yxA.

3. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ASSOCIES A UNE INCLUSION D’'INDICE FINI
DE PROFONDEUR 2 DE FACTEURS DE TYPE II;

Soit Ny C Nj une inclusion d’indice fini 7! de facteurs de type II;. On note

fl f2 f3 fn
NgCNiCNp; CN3CNyC---CNyCNyypg C-o-
la tour de Jones obtenue par construction de base ([7], 3) et tr la trace normale
finie normalisée sur les facteurs considérés.
On suppose que I'inclusion Ny C Nj est de profondeur 2 c’est-a-dire qu’elle

vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes:

(1) le commutant relatif N, N N3 est obtenu par construction de base a partir
deNéﬂNl C N(/)ﬂNz,‘

(2) l'algebre Njj N N3 est linéairement engendrée par (Nj N Na) fo(Ny N N2 );

(3) dim Z(N) N N;) = dim Z(Nj N N3).
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On remarque que Ny C Nj est de profondeur 2 si et seulement si Ny C N;
est de profondeur 2.

3.1. ANTI-AUTOMORPHISMES ASSOCIES A LA TOUR DERIVEE. Soit [, l'isométrie
bijective anti-linéaire canonique de 'espace standard Lz(Nn, tr) de Ny, n € N. A
partir de cette isométrie, A. Ocneanu définit un anti-automorphisme j, de N} N
N, en posant:

jn(x) = Jnx*Ju, x € NN Nay,.

L’anti-automorphisme j, envoie N) N N, sur N}, N Naj,.

3.1.1. Onrappelle ici les principales propriétés de ces anti-automorphismes.

THEOREME. ([5], 1- 2.2.1, 2.2.2) Pour tout entier naturel n, les anti-automor-
phismes j, sont involutifs et satisfont les relations suivantes:
(i) La restriction de j,12jn+1 @ N) N Ny, coincide avec jy,41jn.

(ii) Si on note F, le projecteur de Jones de l'inclusion Ny C Ny, pour tout x de
N{ N Ny, on a I'égalité F;x = Fyju(x).

(i) ju (fp) = fonp 1 < p <.

(iv) Si l'inclusion Ng C Nj est de profondeur finie, I'anti-automorphisme j,, conserve
la trace de Njy N Ny, pour tout entier n.

3.1.2. Comme les isomorphismes j,, 1], se prolongent les uns les autres, on peut
définir un isomorphisme -y de la tour dérivée par 7, NNy, = Jn+1jn- Cet isomor-
phisme - ajoute 2 aux indices, par exemple:

Y(fu) = fur2,  Y(NgN Nzy) = NN Noyyo.

3.1.3. REMARQUE. D’apres 2.2.3.v et 2.3 de [6], on peut affirmer que les appli-
cations S4 et Sp utilisées par D. Nikshych et L. Vainerman dans 8.2 (68) de [15]
sont respectivement j; et jp, nous les noterons ainsi, gardant les notations S4 et
Sp pour les antipodes. On a donc pour tous a de N) N Ny et b de Nj N Na:

Eni(j1(a)f2f1) = Enj(fif2a) et En,(bfif2) = En,(f2f1)2(D)).

Nous utiliserons sans cesse et pour différentes constructions de base le ré-
sultat suivant de [16]:

Vx € Ny xfi =1 'En, (xf1) fi-

3.2. L’OPERATEUR k. L'élément qui va rendre compte du fait que I'inclusion n’est
pas irréductible est I'indice de la restriction a Nj N N, de la trace tr défini par
Watatani [21]. Cet opérateur noté H est un élément inversible et autoadjoint
du centre de Nj N N,. Si l’algebre Nj N N, se décompose sur son centre comme
%9] My, (C)gq; et que, pour tout j de , t; soit la valeur de la restriction a N NN,
]
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de la trace tr sur les projecteurs minimaux de M,, (C)q;, alors H est donné par la
formule:
H= Z t;lvjqj.
i€l
On vérifie facilement que la trace de H est égale a la dimension de Nj N N;. On
notera h I'opérateur H'/2,

LEMME. Pour tout élément x de N{ N Na, en particulier pour x = h, on a:
() foja(x) = faxet frx = fij1(x);
(i) j2(x) frfa = fifaja(x).

Démonstration. (i) D’apres 3.1.1 (iii).
(if) On utilise (i) et les propriétés de commutation des projecteurs fj et f,. 1

3.3. UNITES MATRICIELLES ET QUASI-BASES.

3.3.1. NOTATIONS. Les notations et les résultats utilisés ici se trouvent dans [7]
aux paragraphes 2.3.11, 2.4.6 et 2.6.5. On peut voir en 5.3 un exemple. Soit une
inclusion K C L de C*-algebres unitaires de dimension finie:

K=& M, (C)q; € L =P M, (C)p;.
j€] iel

On suppose qu'il existe sur L une trace fidele tr et on note f et 5 les vecteurs définis

par:
ti = vjfltr(qj) je], et s = pti_ltr(pi) iel

et h1’élément Y

j€]

On considere le diagramme de Bratelli (augmenté d"un sommet * de K C L).

On appelle étage 1 du diagramme celui des sommets représentant les facteurs

de K, étage 2 1'étage de ceux de L. Soit P l'ensemble des couples de chemins

p = (¢, n) joignant le sommet * a un méme sommet du deuxiéme étage noté

end (p) et on note s, la valeur s¢nq (). L'ensemble des opérateurs {T, : p € P}
est une famille d"unités matricielles de L.

-1
V]'tj []] de K.

3.3.2. QUASI-BASE D'UNE ESPERANCE CONDITIONNELLE.

DEFINITION. ([21], 1.2.2) Soit E une espérance conditionnelle fidele de L sur
K. Une famille finie {(u1,v1) - - - (n,v4)} de L x L est dite une quasi-base si pour
tout x de L, on a:

n n
Y uiE(vix) = x =Y E(xu;)v;.
i=1 i=1

PROPOSITION. ([21], 2.4.1) Soit E I'espérance conditionnelle définie par la trace
tr de L sur K. Posons, pour p € P, up = \/1—57Tph’1; alors {(up : uy),p € P} est une
quasi-base pour E.
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On dira dans ce cas que {u, : p € P} est une quasi-base pour E.

3.3.3. CAS PARTICULIER DE LA TOUR DERIVEE. On considere le diagramme de
Bratelli de la tour dérivée de l'inclusion Ny C Np:

NiNN; =CC Ny NN2 = P My, (C)g; € NyN N3
j€l
=P M, (C)p; C N{NNgN--- .
iel

La restriction de la trace tr aux algebres de la tour dérivée est une trace de Markov
caractérisée par les vecteurs t et 5 définis par:

ti= vjfltr(qj), je], et s = ylfltr(pi), i€l

Dans le cas d’une inclusion irréductible de profondeur 2, une famille
d’unités matricielles normalisées (par tr(b,b,) = 1) de B est une base orthonor-
male de B pour le produit scalaire issu de la trace tr mais aussi une base de
Pimsner-Popa de N3 sur Np. Dans le cas d"une inclusion réductible de profondeur
2, ces deux propriétés ne coincident plus. Si la normalisation est modifiée par 7 ~?,
nous obtenons des quasi-bases.

PROPOSITION. (i) L'ensemble {bp = jT;TP 1p € P} est une famille d’unités
matricielles normalisées (ou une base orthonormale) de B.
(ii) L'ensemble {b,h ' : p € P} est une quasi-base de N3 N Nj sur N N NJ.
(iil) Si l'inclusion Ny C Ny est de profondeur 2, I'ensemble {big}Fl : p € P} est une
quasi-base de N3 sur N, c’est-a-dire que pour tout x de N3, on a:

x =Y byh 'En,(h'byx) = Y En, (xbph™ )i b3,
peP peP

Démonstration. La premiere affirmation est évidente puisque la trace de
T, Ty vaut 4(p, p')sp pour (p,p’) dans P x P. La deuxiéme résulte du lemme
2.4.1 de [21] rappelé en 3.3.2.

Si I'inclusion N7 C Nj est de profondeur 2, le commutant relatif Nj N Ny
est obtenu par construction de base a partir de I'inclusion Nj "N, C Nj N N3
donc il existe une famille finie {(u;,v,) : p € M} de couples de Nj N Nj telle
que Y uyfzv, = 1. Alors {(u,,vy,) : 4 € M} est une quasi-base de N3 sur N;

ueM
eneffet Y u,f3v, = 1implique Y u,En,(vux)f3 = xf3 pour tout x de N3 et
ueM ueM

donc grace a 2.6.7 (iii) de [7], on peut écrire:

Z uyEn, (vux) = x.
ueM
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En utilisant (ii) pour chaque u,, on obtient:

x= Y bph 'Eny (R byuy) En, (0%)

ueM,peP
= Y bph 'Eny (W bpuuEny (04x)) = Y bph T Eny (B bpx).
HEM,peP peP

3.3.4. REMARQUE. Dans le cas d'une inclusion de profondeur 2, on a donc une
quasi-base formée d’éléments du commutant relatif Nj N N3, de plus on peut la
choisir tres proche d’une base orthonormale de cette algeébre. Nous verrons dans
les calculs que ces propriétés sont trés précieuses.

3.4. DUALITE. Contrairement a D. Nikshych et L. Vainerman, nous définissons
une dualité entre A et B en utilisant une formule symétrique:

(a,b) = v %tr(ahfyfihb) a € A,b € B.
On remarque que, grace a 3.2, la dualité s’écrit aussi:
(a,b) = v %tr(ajp(h) fofij1()b), a € Ab€EB,
et on a pour tout a de A, tout b de B et tout x de Nj N Np:
(a,bx) = (xa,b) et (a,j2(x)b) = (ajs(x),b).
Remarque: Ce crochet définit une dualité car I'inclusion est de profondeur 2 (voir

[18] ou 3.2 de [13]).

3.5. LES CO-ALGEBRES A ET B. Les algebres A et B sont des C*-algebres. Grace a
la dualité entre A et B, nous définissons sur A et B des structures de co-algebres
co-associatives. Nous allons voir que les co-produits et les co-unités de ces co-
algebres sont définis par des formules analogues pour A et B et montrer qu’ils
vérifient les propriétés (i) et (ii) des C*-groupoides quantiques (2.1).

3.5.1. FORMULE POUR LES CO-PRODUITS. Le co-produit Ag de B est défini comme
dual de la multiplication de I’algebre A. De méme pour le co-produit A 4 de A.

PROPOSITION. Soient {by : p € P} une famille d’unités matricielles normalisées
de Bet {as : s € S} une famille d'unités matricielles normalisées de A.

Premieres formules:
Le co-produit Ap de B est donné pour x dans B par

Ap(x) =12 ZpEN3(fstwg(beshflfzhfl)) ® by
pe
et le co-produit A 4 de A vérifie pour x dans A une formule analogue
Aa(x) =12 Y Eny(foxEny (alfoji(h™ ) fija(h71))) @ a,
s€S

formule qui s’écrit aussi

AA(X) =772 Z ENz(f2XEN{ ((Z;kfzhilflhil)) X ag.
seS



38 MARIE-CLAUDE DAVID

Deuxieme formule pour Ap:
Si{a, : v € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur N N Ny, on a aussi:

Ap(x) =Y Y Ealxasby)h ' foh 'y @by
pePreR
Démonstration. Soient a; et a; deux éléments de A, on a:

(a1 @ ay, Ap(x)) = 76 Z tr(alhfzflhfngNé (b;h71f3f2h71))tr(a2hf2f1hbp)
peP

= 7% ( fihfaxa Eny (X tr(ashfofihby)Oph ™ f3fo ) )
peP
=T *te(fihfsxam Eng [Eny (a2hf2f1) f3f2) f2)-
f2 fi

Comme les tours N; C NjCNj et Nj C NjC N sont standard, on obtient:
(a1 ® a3, Ap(x)) = T °te(fihxar Eny (a2l fof1) fo 2 f3)
= v *wr(fihxar Ey (a2hfof1)f3) = T 2te(mEs (a2hfa o) filix)
= T‘ztr(alazhfzflhx) = (may, x).
La premiére formule pour A 4 se montre de maniére analogue.
Nous pouvons établir une expression du co-produit Ap semblable a celle de
5.3.1 de [5], c’est la deuxiéme formule. Soit {«, : ¥ € R} une base de Pimsner-
Popa de A sur Nj N Ny, on vérifie facilement que {a, : ¥ € R} est une base de

Pimsner-Popa de N, sur Nj. On sait d’apres 2.7 de [1] que pour tout y de Nj N Ny,
on a:

Y ayal = Eny(0).

reR

En appliquant ce résultat & la premiere formule de Ap , on obtient la seconde. &

On utilisera la notation habituelle de Sweedler: A(x) = x(1) ® x(3).

3.5.2. Des définitions des co-produits par dualité et des propriétés de la dualité,
on déduit:

PROPOSITION. Soit x un élément de N{ N Ny. Pour tous a de A et b de B, on a:
Ap(bx) = Ap(b)(x©1), Ap(j2(x)b) = (1@ ja(x))Ap(D),
Aa(aji(x)) = Aala)((x) ®1), Aa(xa) = (1®@x)As(a).
3.5.3. LES PROJECTEURS A4 (1) ET Ap(1). Nous calculons maintenant les images

de l'unité par les co-produits et nous faisons le lien avec les projecteurs relatifs
aux produits fibrés en dimension finie définis par Jean-Michel Vallin dans [19].
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PROPOSITION. Si {Ay : k € K} est une famille d’unités matricielles de N N Ny
telle que I'élément Ay appartienne au facteur M"jk (C)gj,, I'élément Ap(1) est le pro-

jecteur Y %jz(/\,ﬁ) ® A de Ny N N3 @ Ny N Na.
k k

Démonstration. Ecrivons la deuxiéme formule du co-produit pour x = 1;

comme Y. afpa; vaut 1, la propriété 3.2 (i) donne:
reR

Z]z TEn, (b)) @by

Si {Ax : k € K} est une famille d"unités matricielles de Nj N Ny, { /%/\k it e I}
k

est une base orthonormale de Nj N N, et comme Ey;, (b;j,)h_l appartienta Ny N Ny,
on a:

1., 1.« wr g — 1. . 1,4 _
Ap(1) = th]z(h A0 @ tr(En, (Bp)h~ Ag)by = th]z(h ") @k A
ok Lk kL

On obtient donc la formule annoncée et ’appartenance de Ag(1) a N, N N3 ® Nj N
N, ; Ag(1) est un projecteur car Ag est un homomorphisme d’algebres, comme
on le montre au paragraphe suivant. 1

Considérons l'identité comme représentation de Nj N N, dans A et B, j;
(respectivement jp) comme antireprésentation de N{ N N, dans A (respectivement
B). Alors A4(1) (respectivement Ap(1)) est le projecteur eyq;, (respectivement
ej,14) défini par Jean-Michel Vallin [19].

3.5.4. PROPRIETES DES CO-PRODUITS.

PROPOSITION. Les co-produits sont des homomorphismes d’algebres involutives
vérifiant:
(A®id)A(1) = (1®A(1))(A(1) ®1).

Démonstration. Montrons la proposition pour Ap par exemple. D’apres 3.5.1,
pour tous x et y de B, on a:

Ap(x)Ap(y)

=12 Y Eny(fsxEng (Opfsh ™ 2h™1)) Y Ealyarby )b~ foh™tay @ byby
p,p'eP rerR

= T72 ZP ZR EN3 [f3xEA (yﬂérb;/)hilENé(b;f3h71f2]‘2 (hil))fzhillxﬂ X bpbp/
pp'ePre

=12 Y. Y EnUfsxEalyarby)H 'Eny (bpf3h ™ f2) foh ™' o] @ bpby
p,p'ePreR
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=71 Z 2 En, [f3xEA(]/tXrb;/)Hilb;fg,hilfzhiltxﬂ & bpbp/
pp'ePreR

= Y Y En[XEa(ywrby)H oyl foh™lay @ bypby
p,p'ePreR

= Y Y En[XEa(ywbytr(bybiby))H 'bp]h ™ ol la @ by
p.p' gePreR

= Y Y En[xEa(yarbibph Y)h b5l oh ey @by
pqePreR

= Y Y Eny(xyarb))h ' foh ey @by (d’apres 3.3.3)
pqePreR

= Ap(xy).

Traitons maintenant le cas de 'involution:

Ap(x)* =Y Y ah b EA(bpayx*) @ b,
pePreR

= 2 Z zxrhflfzh*lENl(bpoc;‘x*ocs)oa;‘ ®b;§
pePr,seR

=Y Y aEn (bpagxtas)h ™t foh ® by,
pePr,seR

Comme b, commute avec Nj, on a:
En, (bpayx*as) = En, (ayx"asby).

Puisque {«; : r € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur N N Nj et que
{b;; : p € P} est une famille d’unités matricielles normalisées, on obtient:

AB(X)* = Z Z EA(x*ocsbp)hflfzh*la;‘ X b; = AB(X*).
pePseR

Montrons la relation pour Ag(1). Comme 1) appartient a N} N N3, d’apres 3.5.2,
on a:

(Ap®id)Ap(1) = Ap(1(1)) ® 1) = (1®@1())A(1) @ 1(y
= (1®4p(1)(4As(1)®1) 1
3.5.5. ETUDE DES CO-UNITES.
PROPOSITION. Pour tout élément b de B, la co-unité eg de B est donnée par:
ep(b) = T ltr(hfohb).
Pour tout élément a de A, la co-unité € 4 de A vérifie une formule analogue:
ea(a) = T Mtr(hfiha) = e (ju (k) frji ()a).

Chaque co-unité vérifie: e(xyz) = e(xy(y))e(y(1)z)-
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Démonstration. Les formules sont évidentes compte-tenu des propriétés des
projecteurs de Jones. Montrons la relation pour la co-unité de B. Soient x, y et z
trois éléments de B. On pose:

As(1)=11)®@1p) et Ap(y) =ya) @Y@)-
On peut alors écrire:
e(xy2))e(y1)z) = (L), )12 @) (Layya)) (e 2)
= (L), ) (L) e8(y) 1 1))y (2)) (L2), 2)-

Or comme 1y est un élément de Nj N N et B une co-algebre, d’apres 3.5.2, on a:

es(y(1)L1)y(e) = (ep ®id ) (Ap(y)(1n) ® 1)) = (ep ®id )Ap(y1l(1)) = y1(1)- On
obtient donc

e(xy2))e(y1)z) = (Lay, ) (L), y1a)) (L), 2) = (Lxyla) (1), 2)
= (Lq), xy) (1), 2) = ep(xyz). N

Nous donnons maintenant les expressions des co-unités but et source de B;
les formules pour A sont analogues:

PROPOSITION. Pour tout x de B, on a:
e(x) = T 'Enynn, (X2l ),
e5(x) = T ' a(Enge, (¥ f2h 1)) = T Engrn, (2 ()8 foh).

La sous-algebre co-unitale but Ay de A est Nj N Ny, la sous-algebre co-unitale
source Bs de B est Nﬁ N N3, les sous-algebres co-unitales but By et source As coincident
avec Ni N Na.

Démonstration. Avec les notations de 3.5.3 et grace a la proposition précé-
dente, on a:

— 1 . * — 1 *
eh(x) =1t} Ttr(thZh]Z(Ak))Ak =ty V—'tr(thyxkh))\k
k. Vik k Vik

:r*lztr(thzi)\;;) Ly,
k

Vi £
On obtient la formule annoncée en remarquant que {\%/\k tk ek } est une
T

famille d’unités matricielles normalisées de N{ N N,. La deuxiéme formule se
montre de méme. 1

3.6. ANTIPODESSUR A ET B. Pour obtenir des structures de C*-groupoides quan-
tiques duaux sur A et B, nous complétons nos données par les antipodes S 4 et S
définis pour tous a de A et b de B par:

(Sa(a)*,b) = (a,b*), (a,Sp(b)") = (a*,D).
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3.6.1. FORMULES POUR LES ANTIPODES. Nous obtenons alors les formules sui-
vantes:

Sp(b) = hja(h™)j2(b)h " ja(h),  Sala) = ji(R)h™"ju(a)jr (h™1)h.

Il est évident que S4 et Sp sont des anti-automorphismes d’algebres conservant
I'unité. On vérifie facilement la formule de dualité:

(Sa(a),b) = (a,Sp(b)).

Et par dualité, on obtient que S4 et Sp sont des anti-automorphismes de co-
algebres conservant les co-unités.
3.6.2. Il nous reste a vérifier la formule liant l'antipode, la co-unité et le co-
produit.

PROPOSITION. Les antipodes S 4 et Sp vérifient la relation:

m(id ® S)A(x) = (e®id )(A(1)(x ®1)) = &¢(x).
Démonstration. Soit x un élément de B; avec les notations de 3.5.1, on a:
m(id ® Sp)Ap(x) = x(1)Sp(x(2))

=12 Y Eny[fsxEng (0p f3h ™" foh™D)]hja (™) ja(byp)h ™" (k)
peP

=17 Z EN, [f3XEN£(b;fi”hile)h]‘Z(bphiz)hiljz(h)].
peP

Or, si {a; : r € R} est une base de Pimsner-Popa de A sur N N Ny, la formule de

3.2.1de [5] nous donne une expression de j>(bph=2) = 1 ¥ E4(fonrbph™2) foa}.
reR

On peut donc écrire:

m(id ® SB)AB(X) = T_3 Z EN3 [fgthA (fzzx,bph_z)ENé (b;fgh_lfz)lex;kh_ljz(h)]
peP,reR

=1 2Y Eny[fsxhEa(fansbph™ h by f3h ™! foash™ o (k).
peP,reR
Comme 'ensemble {b,h ! : p € P} est une quasi-base de N3 sur N5 (3.3.3), on a:
Ypep EA(fzarbph’l)h’lb;; = fou,; d’autre part, puisque {«, : ¥ € R} est une base

de Pimsner-Popa, la somme ) _ a, foa; vaut 1 et on en déduit:
reR

m(id ® Sp)Ag(x) = T2 Y Eny(fsxhfor fajp (B 1) forih o (1))

reR

= TﬁzEN3 (f3th2f3hil) = TﬁzENs(ENz(thzhil)J%)
=7 'En, (xhfoh ™).

On obtient la formule annoncée grace a l'expression de ¢f; démontrée en 3.5.5. 1
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3.6.3. REMARQUES. Les formules définissant S4 et Sp sont analogues. Les auto-
morphismes S et S3 sont intérieurs:

Sy =Ad(ji(H)H™"), S} =Ad(j(H")H).

Les C*-groupoides quantiques construits sont donc réguliers.

3.7. PROJECTION DE HAAR, MESURE DE HAAR. On démontre facilement la propo-
sition suivante.

PROPOSITION. Soit d la dimension de Ni N Ny. La projection de Haar normalisée
du C*-groupoide quantique B est pg = d~'hfyh. La mesure de Haar normalisée du C*-
groupoide quantique B est ¢pp définie par:

¢p(x) = d Yr(Hjp(H)x) x € B.

On a des formules analogues pour le C*-groupoide quantique A.

3.8. ACTIONS DES C*-GROUPOIDES QUANTIQUES.

D’apres 6.1 de [13], le C*-groupoide quantique B agit a gauche sur 1’algebre
N>. Nous définissons ici une action a gauche du C*-groupoide quantique A sur
Nj puis nous obtiendrons par dualité une action a gauche du C*-groupoide quan-
tique B sur Np. On trouvera toutes les définitions concernant les actions et les
produits croisés dans la partie 2.

3.8.1. ACTION DU C*-GROUPOIDE QUANTIQUE A SUR Nj.

A®N — Ny
a®@x +— abx =1 Ey (axhfih™1)
une action a gauche standard et extérieure du C*-groupoide quantique A sur I'algébre Nj.

PROPOSITION. L'application: est

Démonstration. Tout au long de cette démonstration, nous utilisons I'égalité:
fih = fij1(h) (voir 3.2 (i)). Montrons d’abord que I’application définit une struc-
ture de A-module a gauche sur Ni:

1sx =1 'En (xhfih™!) =1,
av (c>x) =7 2En, (aEn, (cxhfih ™ hfih™') = 172EN, (aEn, (cxhfy) fih 1)

= T_lENl(acthlh_l) = (ac) > x.

Nous étudions maintenant 1’action de A sur un produit.

LEMME. Pour tout a de A et x de Ny, on a:

(apy>x)ap) = ax.
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Démonstration. Soit {as : s € S} une famille d’unités matricielles norma-
lisées de A. D’apres 3.5.1, on peut écrire:

(aqy>xX)a) = 7> ) Eny [En, (f20Eny (a5 fah ™" fih 1)) xhfih ™ as

seS

=1 Y Eny[faaxEy; (al foh ™' f1) fh ™ ]as

seS
N Z En, (fzaxa;‘fzhflflhfl)as

seS

=12 Y En, (f2En, (axal)jr (1) fujn (h1))a

seS

= Y En(axaiji(h ) jr (h1)as.

seS

On conclut en remarquant que si {45 : s € S} est une famille d’unités ma-
tricielles normalisées de A, {a} : s € S} 'est aussi et d’apres 3.3.3, {aZj;(h~!) :
s € S} est une quasi-base de N, sur Nj. 1

On reprend maintenant la démonstration des propriétés de 'action. En ap-
pliquant le lemme précédent pour a dans A et x et y dans Nj, on obtient:

(aqy>x)(ag) >y) =T 'En, ((aq) > x)agyhfih™) = avxy.
Pour montrer la relation (a>x)* = S4(a)* > x*, commengons par un lemme:
LEMME. Si x et y sont des éléments de Ny et que a appartienne a A, alors on a:
tr(j1(a)xf1y) = tr(frxay).
Démonstration. Ici, en considérant 1'inclusion des commutants, la formule

4.5 (i) de [13] s’écrit: j1(a) = T 2En,(f2f1 Eny(af2f1)). En utilisant les propriétés
de commutation, on obtient donc:

te(ji(a)xfiy) = >t (En, (f2fiEn; (af2f1))xfry) = T %t (f2fixEns (afaf1) fiy)
=1 *u(2fixaf2f1y) = t(En, (fixa)y) = te(fixay). 1
Grace a ce lemme, pour x et y éléments de Nj et a dans A, on peut écrire:
t((Sala) > x*)y) = T (b (s ()~ fa () x fih )
=t (i (ha*h =Y x* fry) = T Mr(fratha*hty)
=t lr(h  fihx*a*y) = tr((a> x)*y).
On étudie ensuite 'action de A sur 'unité de Nj:
av1=1'En (ahfih™!) = €y (a) = €4 (a) > 1.

On vérifie facilement que a > 1 est nul si et seulement si s%(a) l'est. L'action est
donc standard. La proposition 3.8.3 nous permet d’affirmer qu’elle est extérieure
(voir 2.8.2) puisque d’apres 3.5.5, Nj N N, est la sous-algebre co-unitale As . 1
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3.8.2. POINTS FIXES SOUS L’ACTION DE A. Par définition, un élément x de N; est
un point fixe sous I'action de A si on a 'égalité

(%) avx = ¢y (a)>x.

PROPOSITION. L'algeébre Ny est I'algebre des points fixes de Ny sous I'action du
C*-groupoide quantique A.

Démonstration. Si x est dans Ny, alors x commute a A donc vérifie 1’égalité
(%). Si x est un point fixe, écrivons 1'égalité (x) pour a = fih~!; en utilisant le
lemme 3.2, nous obtenons alors la suite d’égalités équivalentes:

(Al px =y (i) >
T En, (fixfih ) =77 2EN1(EN1(f1 Danfiht),
Eny (O (1) = ( Y,
En, (x) =
Donc x appartienta Ny. 1

3.8.3. PRODUIT CROISE DE Nj PAR A.

PROPOSITION. L'application ® : [x ® a] +— xa est un isomorphisme d’algebres
de von Neumann entre N1 X A et N».

Démonstration. La démonstration est semblable a celle donnée dans 6.3 de
[13] par D. Nikshych et L. Vainerman; nous la donnons pour étre complets.

Si z appartienta Ay = N) N Ny, on a:

zpl=¢Y(z) =z

donc @ définit une application linéaire de N1 ®4, A dans N qui est surjective
puisque A fournit une quasi-base de N sur Nj.

En utilisant le premier lemme démontré en 3.8.1, on obtient pour 4 et c dans
A, x et y dans Ny:
O(x ®ally @ c]) = O([x(ag) >y) © aycl) = x(ag) > yagye = xaye

=0([x@a)o(ly @),

O((x @ a]") = O([(afy) > ) @afy]) = (afy >3 )aly) = a'x" = O((x ).

L’application est donc un homomorphisme surjectif d’algebres involutives. Puis-

que ces algebres sont des facteurs de type II;, © est injectif et la proposition est
démontrée. 1

3.8.4. ACTION DU C*-GROUPOIDE QUANTIQUE B SUR N,. On précise maintenant
I'action a gauche de B sur A.

LEMME. L’action a gauche de B sur A définie par dualité est:
ba= 1 'Es(bahfsh™'), ac AbeB.
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Démonstration. D’apres 2.6.2, 'action duale de B sur A est définie par
bra = a(1)<a(2),b>, aeAbeB.
Pour tout ¢ dans B, on a donc:
(b>a,c) = (ap),c){ap),b) = (a,cb) = T~ 2tr(bahfa f1hc)
=1 %tr(t 'En, (bahfy) fafihe) = T 2te(t " En, (bahfoh ™ )hfa fihe)
= (17 Ez(bahfoh™1),c).
BN, — Ny
box +— brx=71 'Ey,(bxhfrh 1)
une action a gauche du C*-groupoide quantique B sur I'algébre N, qui prolonge 'action

duale de B sur A et dont I'algebre de points fixes est Ni. Le facteur N3 est isomorphe au
produit croisé de N, par B.

PROPOSITION. L'application: est

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la formule est analogue a celle
qui définit I'action de A sur Nj et que si x appartient a A, on retrouve l’action
duale. C’est 'action duale de B sur N; x A (voir 2.7.2). Comme l’algebre N,
est linéairement engendrée par les produits xa pour x € Nj,a € A, on a plus
précisément pour x dans Nj et a dans A l'égalité b>xa = x(b>a). 1

3.9. CONCLUSION. Nous avons donc défini sur les commutants relatifs N(’) N Np
et N N N3 des structures duales de C*-groupoide quantique données par des
formules analogues. Ces C*-groupoides quantiques agissent extérieurement de
maniére analogue et duale sur les facteurs Nj et N,. L'intérét de la symétrie des
définitions apparaitra dans les parties suivantes.

Les C*-groupoides quantiques associés a une inclusion de profondeur 2 de
facteurs de type II; sont un peu particuliers, d’une part ils sont réguliers (en 7,
nous montrons que la régularité est possible par déformation), d’autre part ils
sont connexes en effet:

AtﬁZ(A) CNéﬂNlﬂ{fl}/:NéﬂN():C.

Cela tient au fait qu’on considere des inclusions de facteurs.

4. C*-GROUPOIDES QUANTIQUES ASSOCIES A UNE INCLUSION D’INDICE FINI
DE PROFONDEUR FINIE DE FACTEURS DE TYPE II;

4.1. INCLUSION DE PROFONDEUR FINIE. Soit Py C P; une inclusion d’indice fini
5! et de profondeur finie de facteurs de type II;. On note

€1 € en
PBhcPCPCP3C---CP,CPyyq C---

la tour de Jones obtenue par construction de base ([7], 3) et tr la trace normale
finie normalisée sur les facteurs considérés.
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4.1.1. Laproposition suivante montre quune inclusion de profondeur finie peut
étre vue comme intermédiaire d"une inclusion de profondeur 2.

PROPOSITION. ([14], 4.1) Soit Py C Py une inclusion d’indice fini et de pro-
fondeur finie p de facteurs de type 1. Si l'entier m est supérieur ou égal a p — 1 alors
Uinclusion Py C Py, est de profondeur 2.

4.1.2. Onsuppose donc que l'inclusion Py C Py, est de profondeur 2 (4.1.1). Pour
cette inclusion, on prend les notations suivantes:

f f:
No =Py C Ny = Py C Ny = Py, C N3 = Py,

D’apres [17], les projecteurs f; s’expriment en fonction des projecteurs e;, on a par
exemple:

fi=0m= 02 (epen ) (emprem - €2) (Cam—1€2m—2 - - €m)-

L'anti-automorphisme j, est l'anti-automorphisme de Pj N P,,, défini en po-
sant:

jn(x) = Jnx*Jn  x € PyN Py,
ot J, est I'isométrie bijective anti-linéaire canonique de I'espace standard L?(P,, tr)
de Py, n € N, (voir 3.1.1).

Les commutants relatifs A = Nj N N, et B = Nj N N3 sont donc munis de
structures duales de C*-groupoide quantique.

4.2. FACTEUR INTERMEDIAIRE ET #-SOUS-ALGEBRE CO-IDEALE. D’apres le théo-
reme 4.3 de [14], le commutant relatif P}, N Py, 1 est une *-sous-algebre co-idéale
de B et Py,41 est isomorphe au produit croisé de P, par ce co-idéal. Précisons
la structure de P}, N Py,,+1, son action sur Py, et les points fixes de Py, sous cette
action.

4.2.1. Nous gardons les notations de 3.5.1 pour la proposition suivante.

PROPOSITION. Le co-produit d'un élément y du co-idéal a gauche P;, N Py, est
donné par:

Ap(y) = Y. Y Ealyarp)h oo et @
leLreR

o {y; : | € L} est une famille d'unités matricielles normalisées de Py, N Payy 1.
Les restrictions a P), N Py, 11 de la co-unité et de la co-unité but de B vérifient pour
tout élément y de P,, N Py 41:

eg(y) = 571tr(yh62mh), ehb(y) = 571EN2(]/h€2mh71).
La restriction a P}, N Py, de l'action de B sur Py, est donnée par

yox =0 'En,(yxheawh™), y € PlyN Payiq, X € Poyy.
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Si I'on appelle algebre des points fixes de Payy, sous l'action du co-idéal P,, N Payyi1,
I'algebre P{m définie par:

P{m ={x € Py :y>x =¢ep(y)>x,Vy € PN Payi1}
alors P{m est I'image de Py, 1 par I'automorphisme intérieur Ad (h).

Démonstration. Pour le co-produit, on écrit la deuxieme formule:

AB(y) = 2 2 EA(yﬂcrb;)hilfzhillX: &® bp.
pePreR

Comme ya, est un élément de Py N Py 41, on a: Ea(yarby) = Ea(yarEp,, ., (b))
Soit {y; : I € L} une famille d’unités matricielles normalisées de P), N Py, 1 1. En
décomposant Ep,, , (b};) sur cette base, on obtient la formule annoncée.

Les formules pour la co-unité, la co-unité but et I'action résultent de leurs
définitions et du lemme suivant:

LEMME. Ep, ., (f2)vaut " ey,

Démonstration. Comme f; est le projecteur de Jones de l'inclusion Py, C Payy,
qui est d’indice 67", on sait que Ep,, (f2) est le scalaire 6™. D’autre part, d’apres
[17], on a I'égalité f, = frepy. On en déduit, pour tout x de Pyyyy41:

tI'(Epm+1 (fz)x) = tr(fzx) = tr(fzeme) = 5_1tr(f2€2mEp2m (eme)) = (Sm_ltr(ez,nx).
La formule annoncée en résulte. 1

La démonstration du troisieme point est analogue a celle de 3.8.2. 1

4.22. De cette proposition et du théoréme 4.3 de [14], on déduit le corollaire:
COROLLAIRE. La tour Py C Py C Pj est isomorphe a la tour
WPy 1h™' C Poy C Pay % (Pl N Poyyyr ).
Si m est impair, la tour Py C Py C P, est isomorphe a la tour
(W) Py 1jm(h™Y) C Py C Py (P01 Pygy).
La deuxieme assertion résulte de la symétrie de la construction.
4.2.3. CALCUL DE Ag(eyy).

COROLLAIRE. Si{p;:1 € L} est une famille d'unités matricielles normalisées de
P}, N Poyyiq, on a la formule:

Ap(eam) =6 Z]'Zm(hilﬂf) ® hilﬂl'
leL
Démonstration. De la proposition et du lemme 4.2.1, on déduit:
Ap(ezn) = 6"V Y N Ea(foreni}) foo jom (h™1) @ h ™"y,
leLreR
Etla formule 3.2.1 de [5] permet d’écrire 1’égalité annoncée. &
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4.3. AUTODUALITE. Pour la fin de cette partie, nous choisissons m pair (m = 2k)
et nous adoptons les notations suivantes: M, est le facteur Py et Ny le facteur My,
pour tout entier . L'inclusion Ny C Nj est donc de profondeur 2 et son indice est
71 = [M; : Mp)?. Les projecteurs de Jones sont indiqués sur les tours:

51 € €3 ¢4 ¢
Mg C My C M, C Mz C My C Ms C Mg
f f: :
Ny C Ny Cl N, C2 N3

Ici I’anti-automorphisme j; est 'anti-automorphisme de Mj N My, défini
a partir de l'isométrie bijective anti-linéaire canonique de l'espace standard
Lz(Mq,tr). Dans les diverses formules de la partie 3, il faut donc remplacer j,
par j4 et j1 par jo.

Les algebres A = N) N N, et B = Nj N N3 sont munies de structures de
C*-groupoide quantique que nous allons comparer. Quand on choisit m pair, on
bénéficie de l'existence de l'isomorphisme v = j4j3 = j3j2 qui envoie 1'algebre
involutive (A, jp) sur (B,js) (3.1.2). L'isomorphisme <y décale de 2 les indices
de la tour des M, mais de 1 ceux de la tour des N;. De plus comme I’anti-
isomorphisme j3 de N) N N3 conserve la trace et échange les algebres A et B,
il conserve aussi I'indice H de la restriction a Nj N N, de la trace tr, on a donc:

v(2(h)) =h et y(h) = ja(h).

Ces remarques et la symétrie des structures de C*-groupoide quantique
permettent d’affirmer que 7 est un isomorphisme du C*-groupoide quantique
A sur le C*-groupoide quantique B.

THEOREME. Soit Py C Py une inclusion d’indice fini et de profondeur finie de
facteurs de type 11 telle que Py C Py soit de profondeur 2. Alors les C*-groupoides
quantiques Py N Py et P}, N Pey sont isomorphes, ils sont donc autoduaux.

5. STRUCTURE DE C*-GROUPOIDE QUANTIQUE SUR LES ALGEBRES DE TEMPERLEY-LIEB

Comme dans 2.7 de [15], nous précisons la structure de C*-groupoide quan-
tique sur les algébres de Temperley-Lieb dans le cas non générique. Ces algebres
sont apparues des le début de ’étude des inclusions [8]. Ce sont les commutants
relatifs des facteurs de Jones dans le facteur hyperfini.

5.1. FACTEURS DE JONES ET ALGEBRES DE TEMPERLEY-LIEB. ([7],2.1,4.7b, IL.7).
Soient / un entier supérieur a 2 et (¢});>o une suite de projecteurs satisfaisant les
relations suivantes:

/0 /o / P
e;e; 16, = de; et eie;=e

l (= el pouri—j|>2
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avec § = (4 cos? I +1)_1. Le facteur P; engendré par les projecteurs (e});>o est
le facteur hyperfini de type II; et le sous-facteur Py de P; engendré par les pro-
jecteurs (e});>1 est le sous-facteur de Jones d’indice & ~1. On note tr la trace nor-
malisée de P;. Le graphe principal de l'inclusion Py C P est le graphe linéaire
Aj al sommets (voir 1.4.3 de [7], 4 et 5 de [8]), de méme pour l'inclusion P; C P,
qui lui est isomorphe. La profondeur de ces inclusions est donc / — 1. Les commu-
tants relatifs sont des algebres de Temperley-Lieb de paramétre non-générique 6~ !:

/ "
Pq N Pl’l = (1/ eq+1/ eq-‘,—Zr - 6n—2, enfl) .

D’apres 4.1 de [13] (voir 4.1.1), pour m = | — 2, l'inclusion Py C Py, est
de profondeur 2, de plus elle est isomorphe a l'inclusion P, C P,,. L'algebre
de Temperley-Lieb A = PjN Py, = (1,e1,€2,...,€2,-1)" est donc munie d'une
structure de C*-groupoide quantique autodual qu’on va préciser.

5.2. STRUCTURE DE C*-GROUPOIDE QUANTIQUE DES ALGEBRES DE TEMPERLEY-
LIEB.

PROPOSITION. Le co-produit de A est donné par:

2400 = T in(A) A,

k "k
Aplep) =A4(1)(ep®1) = (ep ®1)A (1), 1<p<<m—1,
AA(e):AA( )(1®eq) (1®eq)An(1), m+1<g<2m—1,
=0 ) jm G (1 )7) @ jon (R~ D)py.
leL

oft {Ay : k € K} est une famille d’unités matricielles de Py N Py, (vj, est la dimension du
facteur de Py N Py, auquel appartient Ay), {y; : 1 € L} une famille d'unités matricielles
normalisées de Py N Py, 11 et h la racine carrée de l'indice de la restriction a Py, N Py,
de tr.
La co-unité de A est donnée par:
ea(x) =0 Mr(hfihx), x €A,
ofl fi est le projecteur de Jones de I'inclusion Py C Py,

fr=0""0"02(epen - er) (emirem - - €2) (e2m—1€2m—2 "+ Em)-
L’antipode de A est donnée par:
Salep) =exm—p, 1<p<2m—1,p#m,
Salem) = jm(h)h_lemjm(h_l)h-
Démonstration. Le co-produit est un homomorphisme d’algebres, il suffit
donc de le connaitre sur les générateurs 1,ey,...,ey,_1 de A. L'expression de

A(1) résulte de 3.5.3. Tous les projecteurs sauf e, sont soit dans N, N Nj soit dans
Nj N N, leur co-produit est calculé grace a 3.5.2 et 3.5.3.
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L'expression de A(ey,;) est donnée par le corollaire 4.2.3 grace a la symétrie
de la construction.

La formule de la co-unité découle de 3.5.5 et de [17].

L’antipode est un anti-automorphisme d’algebres conservant l'unité, il suffit
donc de le connaitre sur les projecteurs de Jones. D’apres 2.2.1 de [5], on sait que,
pourp =1,...,2m —1, ju(ep) est le projecteur eam—p; les formules résultent alors
des propriétés de commutation de . 1

5.3. C*-GROUPOIDE QUANTIQUE DE DIMENSION 13 ASSOCIE AU FACTEUR DE
JONES DE GRAPHE Ay. Dans cette partie, on suppose que ! vaut 4, I'inclusion
Py C Pj est alors d’indice 671 = 4cos® Z, de graphe principal A4 et I'inclusion
Py C P, est de profondeur 2. La C*-algebre A; = PjN Py est un C*-groupoide
quantique autodual; nous le décrivons et montrons qu’il est isomorphe a celui,
que nous nommerons G, décrit par G. Bohm et K. Szlachanyi dans 5 de [3]. Dans
[13], D. Nikshych et L. Vainerman munissent cette méme algebre d'une struc-
ture de groupoide quantique pour laquelle I'involution est modifiée mais on peut
montrer par les méthodes employées ici qu’elle est isomorphe aux deux autres.

Pour simplifier les calculs, nous utilisons le parametre z = /4 introduit
dans 5 de [3] et qui vérifie les relations suivantes et bien d’autres encore:

1—-36+62=0, 2 422-1=0, 1422 =272

2=1-6=1%, 22=.,/6(1-9).

5.3.1. ALGEBRE DES CHEMINS DE A;. Comme dans 2.3.11 de [7], nous représen-
tons 'algebre A; comme algebre des chemins du graphe A4 avec les notations
suivantes pour les sommets du graphe (graphe de gauche) et les chemins (voir
page suivante); la trace des projecteurs minimaux des algebres correspondant aux
sommets du graphe est donnée sur le graphe de droite (d’apres 5.2 de [8]):

PPy 1

L e
| |

21 V22 P(l) NP, 74 Z2
V31 V32 P(/) NP3 z4 z®
V4 Vap P(/) NPy z8 26
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&1 = (x,v1,v21,v31), &1 = (81 van),
&y = (%, v1,v22,v31), o= (o van),
m = (&1, va2), 12 = (Eo,van),
77/ = (%, v1,122,V32), M3 = (17// 17%)

L'algebre A est somme directe de 1'algébre C = Vect {c;; : (i,j) € {1,2}*}
et I'algebre D = Vect {d,; : (h,k) € {1,2,3}?} avecc;; = Te g etdpge = Ty,

L'algebre PN P; est somme directe de Vect {b;; : (i,) € {1,2}?} et Cbs
avec bi,j = TC,{/C} =cjj+ d,’,j et bs = Tn//,?/ =ds3.

5.3.2. PROJECTEURS DE JONES. L'algébre A; est engendrée, en tant qu’algebre,
par l'unité et les projecteurs ey, ey et e3. La formule 2.6.5.4 de [7] nous fournit
I'expression de ces projecteurs dans la base d’unités matricielles de 1’algebre des

chemins:
1 00
e = <(1) 8) + 0o 0 0],
0 0 O
4 3
A 3 z3 z2 0
ep = B 2 + z2 z¢= 0],
0 0 O
0 0 O
ez = <(1) 8) + |0 22 23
0 23 2

Dans ce cas, d’aprés 3.2 et 3.1.1, on a:

h=z2e3+2z 1 1—e3), jolh)=z2e1+2z71(1—¢).

5.3.3. EXPRESSION DES UNITES MATRICIELLES EN FONCTION DES PROJECTEURS
DE JONES. On vérifie facilement par le calcul les expressions suivantes pour les
unités matricielles de Ay:
C1,1 = €163,
-3
C1,2 =Z “e3eq (62 — (5),
dig =ei(1—e3),
-3
d1,2 =z (1 — 83)81(62 — 5),
—6 2
d1/3 =Z 61(1 — 63)(62 — 5)(63 —Z )

Et on obtient les autres expressions grace aux relations entre les unités matricielles.
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5.3.4. NOUVELLES UNITES MATRICIELLES. Nous définissons maintenant des nou-
velles unités matricielles sur D qui vont permettre d’obtenir des formules plus
simples pour le co-produit et 'antipode et d’identifier As; et le C*-groupoide
quantique G.

PROPOSITION. (D, ) admet {e;; : i,j = 1,2,3} comme unités matricielles avec:

e = szl,z — Zd1/3 = 27361(1 — 63)((32 — (5)(1 — 63),
e13 = Zdl,Z + szl’g, = (5_161 (1 — 63)(82 — 5)63.
On a alors en particulier:
e1 = C1,1 +e1,1,
e3 =c11+e33,
ey = Z4C1,1 + ZSCLZ + ZSCZ,l + 2262,2 + 2461,1 + 256112 + Z461,3,
+ 2562,1 + 2662,2 + 2582,3 + Z4€3,1 + 2563,2 + 2463,3.

Les calculs nécessaires a la vérification de cette proposition et des suivantes
se font facilement a ’aide d"un logiciel de calcul formel.

5.3.5. EXPRESSION DU CO-PRODUIT.

PROPOSITION. ([3],5) Si {5’?,]' ti,j = 1,2} (respectivement {e},j 14,7 =1,2,3})
est une famille d'unités matricielles du facteur de dimension 4 (respectivement 9) de G,
le co-produit de G est donné par:

AG(e(l),l) = 3(1),1 ® 3(1),1 +eg@els,

AG(e%Q) = e?,z ® 5’[1),2 + Zze%,s ® e%,l + Ze%,z ® 30,

AG(egrz) = egrz ® eglz + z4e§,3 ® eil + 236},,2 ® eiz + 236%,3 ® e%rl + zze%,Z ® e%lz,
Acler;) =€ @el ) +e1,®ed, +e1, ®eyy,

AG(E%,z) = 6(1),2 ® 6%,2 + e%,z ® 38,2 + Ze%,a ® 3%,1 - Zze%,z ® e%,zf

Aclers) =€l @ej+eis@ed; +ef,®eps,

Ac(eys) =9, @es,+eh, @e), +20e,®ey,

+ z2e%,3 ® e%ll - z3e§,2 ® 6%,2 - z3e%,3 ® e%/l,
1y_ .0 1 1 0 1 1 21 1
Ac(egs) = ep®@ey3t+e33 ey, +2e3,Rej5—27€,Reys,
1v_ .0 1 1 1 1 0
Acez3) = e ®e33+ e, Regstez3@e .

Dans la proposition suivante, nous donnons deux séries de formules pour
le coproduit A 4; I'une en fonction des nouvelles unités matricielles permet de
le comparer avec Ag, l'autre en fonction des projecteurs de Jones permet de le
comparer avec celui de 7.3 de [13].
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PROPOSITION. Le co-produit A4 de Ay est I'homomorphisme d’algébres déter-
miné par les égalités suivantes:

Ap(l) =c1p®c1p+c11®er + 2@+ 02®exn+ 02 ®ess
+e11®cppt+e1,1Qep+e110e33+e22R0p+e€x0Rexn
+epp®ezzt+e3z®@cy+ezz®@er,

Apler) =c1,1®c11+c1®eq e ®@cop+ep1®exp+ep;@ess,
Aples) =c11®c11 +cp®e33+ep1®ess+ern®@esstesz@cy,

Aaler) =211 @crn + 21 @e
+ Z3C1,2 ®Kc1p+ Z5C1,2 XKeyp+ Z4C1,2 ®Keys
+2201 ® a1 +27001 ®epy + 27021 @z
+ ZZCZ,Z & cop + 266212 Rexp + 2562,2 ®Kexs+ Z562,2 ®Ke3zp+ 2462,2 ®Xe33
+ 2461/1 & cop + 2461,1 ®Kexp + Z4e1,1 ®e33
+ 2561,2 & c20 — 2761,2 ®Rexp + 2461,2 ®Rexs+ 2461,2 ez
+zle13®@ 001+ 201301 + 20013 D ez
+ 2562,1 ®crp — Z7€2,1 ®epn + 246211 ®ep3+ 246211 ®e3n
+ 2%, @ 00 + 220, @ erp — 2 ern @ er3 — 2 e2n Dezp + 20020 Dess
+2003® 1+ 7 er3Qer1 +2%03 D ez
+ 2463,1 ®Xc12+ Z6€3,1 ®Kerp+ 2563,1 ®Keys
+ 2563,2 ®c1p+ 2763,2 ®eyp+ 2663,2 ey
+ Z4€3/3 ®c1q+ Z4€3,3 ®eq1,1.
On a aussi:
Ap(l)=es®@er+(1—e3) @ (1—ep),
Apler) =ere3®@er +er(l—e3) ® (1 —e),
Aples) =es@eres+ (1 —e3) ® (1 —e)es;

Ap(er) = (1—M> ® (1—M) +de3 ® eq

(1-9) (1-9)
+ 5<11_5)e3(62 —0)®er(ex —0) + (5(11_5)(62 —d)e3 @ (ex — )ey
e3 —ep)? e1 — e)2
ra-p(B=el ) o (U228 ).

Démonstration. Comme 1'algebre Pj N P, égale Ce; ® C(1 —e¢1), 0ona
Ap(l)=e3®@e1+ (1—e3) (1 —eq).
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En utilisant les expressions des projecteurs de Jones en fonction des unités ma-
tricielles, on obtient:

Aa(1) = (c1,1 +e33) @ (c1,1 +e11) + (22 +e11 +e22) ® (22 +e22 +€33).
De méme, les autres formules sont la traduction a 'aide des unités ma-
tricielles des égalités (5.2):
Aaler) = (e1®1)Aa(1), Aales) =Aa(1)(1®es).
Le calcul de A 4(ep) demande un peu plus de travail: D’apres 5.3.1 et 5.3.3,
les unités matricielles normalisées de P) N P5 sont:
=2z e, po =z 2(c1p+d1p), 3=z %(co1+d1),
py =2z %(con+dan), ps =2z ds3.
Comme jp(h~1) vaut z%e; + z(1 — e;), la formule 5.2 s’écrit ici:
Aa(er) = 8(j2(21) @ 22p1 + jo(2p3) ® 2 s + jo(2%2) ® 2113
+ j2(zpa) ® zps + 2(zpis5) @ ziis)
= jo(2%e1) ® 221 + fo(zba1) ® 22by o + o (2Ph12) @ zba
+j2(zb22) @ zbp + jo(d33) ® da .
Oron a:
bip =2z ei(e2—6),
byp =z (er — 8)er (2 — 8) = 2 %[(ez — e1)* — (1 — 6)enl,
_ 12 2 2 _ . (e1—ep)?
dsz=z"""(e3—2z")(e2—0)(1 —e3)er(ez —d)(es —2z°) =1 — =)
Ces expressions des unités matricielles en fonction des projecteurs de Jones per-

mettent de préciser les valeurs prises par j, puis on exprime le résultat en fonction
des nouvelles unités matricielles et on obtient les formules annoncées. 1

COROLLAIRE. Le co-produit de A coincide avec celui de G.

Démonstration. Comme le projecteur e3 est I'image de e; par I'antipode qui
est un anti-automorphisme de co-algebre (on verra plus loin que les antipodes
coincident), il suffit pour comparer A 4 et le co-produit Ag de G de considérer
leurs valeurs en 1, e; et ep. On vérifie par le calcul qu’elles coincident. 1

5.3.6. EXPRESSION DE LA CO-UNITE. Comme f; coincide avec e, dans C et est nul
dans D, la co-unité e 4 est nulle sur D et comme elle est linéaire et compatible avec
I'involution, il suffit de la connaitre sur ¢ ; et ¢1 . Comme la trace des projecteurs
minimaux de C est 42, si on note Trg la trace de C qui vaut 1 sur les projecteurs
minimaux, on a:

ealc1p) = Tro(hfiheip) =1, ea(c1a) = Tro(fihern) = 1.

La co-unité de A coincide avec celle de G.
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5.3.7. EXPRESSION DE L’ANTIPODE.

PROPOSITION. L'antipode de As est entierement déterminé par les formules sui-
vantes; il coincide avec 'antipode de G:

-1
Sa(c12) = a1, Sale21) =c12, Salerp) =z ex3,
-2 2
Sale2n) = zesp, Salers) =z “ei3, Salesn) =z"e3.
Démonstration. Ces formules résultent des expressions des nouvelles unités

matricielles en fonction des projecteurs de Jones (5.3.4) et de 3.1.1 (iii). Elles suf-
fisent pour connaitre S4 qui est un anti-automorphisme d’algebre.

6. ACTION D'UN GROUPOIDE QUANTIQUE FINI SUR UN FACTEUR

Dans cette partie, nous allons considérer (A, mg, 14, Ay, €4, Sa, Pa, Pa) et
(B, my, 1y, Ay, €4, Sp, p, pp) deux groupoides quantiques finis en dualité (notée
(a,b)). Le but de cette partie est de construire une inclusion M; C M, de fac-
teurs (que nous obtiendrons hyperfinis de type II;) telle que M, soit le produit
croisé M; X A. Nous généralisons ainsi les résultats de [11] qui concernaient les
algebres de Kac faibles.

6.1. HYPOTHESE ET REMARQUE IMPORTANTE. Les résultats de [12] rappelés en
2.8 et ceux de la partie 3 conduisent 4 imposer I’hypothese: A et B sont connexes
(voir 2.8.3). Par contre I'hypothése de régularité est inutile a la construction de
I'inclusion sur laquelle agissent A et B. Ce qui laisse penser que la structure
obtenue dans la partie 3 a partir de I'inclusion construite n’est pas nécessairement
la structure originelle (voir 6.7).

6.2. PRODUIT CROISE DES GROUPOIDES EN DUALITE: L’ALGEBRE A.B. Les pro-
duits croisés A x B et A X B sont isomorphes en effet grace a 2.6.3, I'identification,
pour y dans A, de [ay ® b] et [a ® (1, <y)b] dans A x B correspond a celle, pour
z dans By, de [a(z>1,) ® b] et [a ® zb] dans A x B. On vérifie facilement que les
lois sont compatibles et que les injections a — [a ®@ 1] et b — [1, ® b] sont des
homomorphismes d’algebres qui permettent d’écrire A X B et A X B comme A.B.

6.3. MESURES DE HAAR ET ESPERANCES CONDITIONNELLES.
6.3.1. MESURES DE HAAR SUR A; = B;.

PROPOSITION. Les restrictions des mesures de Haar ¢, et ¢ coincident sur les
algebres identifiées As et Bi.

Démonstration. D’apres 2.3, la restriction a As (respectivement B;) de ¢, (re-
spectivement ¢;,) vaut ¢, (respectivement ¢;,). Or, pour a dans As, on a:

ep(1p<a) = (Lo, 1p2))(a, Lpr)) = (@, 1p) = €a(a)
donc ¢, et ¢}, coincident sur les algebres identifiées As et B;. 1
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6.3.2. DES ESPERANCES CONDITIONNELLES.
PROPOSITION. On pose pour a dans A:
Fa,(a) = (id ® ¢a)Aa(a) = py>a et Fa(a) = (pa ®id)As(a) = a<py.
Les applications Fa, et Fa_ sont des espérances conditionnelles fideles de A sur Ay (re-

spectivement As). Elles conservent ¢, et commutent.
On définit de méme Fp, et Fp_ avec des résultats analogues.

Démonstration. Les propriétés de ¢, (2.3) et celles des éléments de A; (2.6.4)
permettent d’affirmer que pour tout a de A, Fy4, (a) appartient a A; et que 1’égalité
Fa,(xay) = xFa,(a)y est vérifiée pour tous x et y dans A; et a dans A. Comme A
est un homomorphisme d’algebres involutives, ona Fa, (x*) = Fa,(x)*. L'identité
(pp>a,pp) = (a,pp) signifie que F4, conserve ¢, alors Fy, est fidele puisque ¢,
est fidele.

Grace a la coassociativité du coproduit, on a:

FaoFa, = (¢a ®id @ ¢g)(Ag ®@id )As = (¢ @id @ ¢py)(id ® Ag)Ag = Fa,Fa,. 1
6.3.3. AUTOMORPHISME MODULAIRE DE ¢;.

PROPOSITION. ([2],4.12 et4.14) Les éléments gs=Fa_(pa)'/? et gt =Fa, (pa)"/?
sont inversibles et I'automorphisme modulaire de ¢, est implémenté par gsQr ¢’est-a-dire

que ¢a(gs 1 g 1) est une trace sur A. On posera de méme

G =Fp,(pp)"? et g =Fg(pp)">

D’apres 4.13 de [2], on a les formules suivantes:

=148 =198 =148 =1,9g,
g\s:gsblb:gtblb/ gs:§s>1u:§t>1a/
S(gt) =8s =S7'(g), S(g) =8 =S"'(3).

Grace a 2.4 et 2.3, on en déduit la relation gsps = €+(gs)pa = S(gs)Pa = §tPa
avec les projecteurs de Haar et de méme on montre p,gs = pag:.

D’apres 6.3.2, Fa, (g[l) appartienta As N A;. Si A et Bsont connexes, A; N A¢
est réduit aux scalaires et Fa_(g, 1) est un scalaire qui vaut d ¢, ( S Dyavecd =
Pa(la).

Les mesures de Haar sont invariantes par les antipodes et coincident sur les
algebres co-unitales donc on peut écrire les égalités suivantes ¢, (g5 1) = ¢a(g; ')
= ¢p(35 1) = ¢(51) et on notera v ces scalaires. On en déduit:

Si la restriction de S aux algebres co-unitales est involutive alors la restric-
tion de ¢, a A; est la trace canonique de A; (voir 6.3.1) et d est la dimension
commune des algebres co-unitales.

6.4. TRACE SUR A.B.
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6.4.1. TRACES SUR A ET B.

DEFINITION. Pour a de A, on définit en posant:

tro(a) = d’Yfz‘Pa(gsilgtil“)

une trace normalisée tr, sur A. On définit de méme try, .

6.4.2. ESPERANCES CONDITIONNELLES. Onnotera E4_, Ep, .. .les espérances con-
ditionnelles définies par les traces tr, et tr,. Elles sont reliées aux espérances
définies par ¢, et ¢, par les formules:

Ep,(a) =dy 'Fa (ag; ), acA,

Ep,(b) =dy 'Fp,(g;'b), beB.

6.4.3. LEMME. Pour toutb de B et tout y de Bs, on a:
(i) b(1) ® Ep, (yb(a)) = Ap(Ep, (y)));
(ii) bzkl) ® Ep, (yb?z)) = Ap(Ep, (yb*));
(iii) S, 'Ep, (b) > 1, = Eg,(b) > 1,.
Démonstration. La définition de Ep, et les propriétés de g; permettent d’ob-
tenir facilement les propriétés de Ep, a partir de celles de Fp,.
(i) Comme Ay (y) égale (1, @ y)Ap(1) on peut écrire:
b1y ® Fp,(yb(p)) = (id ®id @ ¢p)(id ® A;)A,(yb)
= (id ®id ® ¢p)(Ap @id )Ay(yb) = Ay(Fp, (yb)).

(ii)) se démontre de méme.
(iii) A l’aide de 2.3 et 2.4, on obtient:

Sy 'Fp, (b) > 10 = 1,01y (1a(2), S, 'b1)) (Pas b2)) _1a(1)<5 "(1402)), b)) (Pas b))
= 14(1)(Sa ' (1a(2) ) Pas b) Loty (Pala2), S, 'B)
= 1,01)(Pags(lag2)), S, 'D) 1)<P esoe(l a(2)> S, 'b)
—1a(1 (PaSa OSt( 2(2)): Sy 'b) (1)(PaSa(1,2)), S, 'b)
1) La(2)Pas b) = FBt(b)Dla. 1

6.4.4. D’AUTRES ESPERANCES CONDITIONNELLES. La proposition 4.2 de [11] se
généralise ainsi :

PROPOSITION. (i) En posant pour tout [a ® b] dans A.B,
Ea(la®b]) = a(Ep, (b) > 1a)

on définit une espérance conditionnelle fidele de A.B dans A. On définit de méme 'espé-
rance conditionnelle Eg.
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(ii) Le carré C
Ex
A Cc AB
U UEg
As =By C B
est commutatif et symétrique (voir 5.3.6 de [9]). L'algébre AN B est As = By.

Démonstration. (i) Etudions les propriétés de E 4:
— Grace a 2.6.3 la définition de E 4 ne dépend pas du représentant de [a @ b].
—Soient a et « dans A et b dans B, comme [ ® 1,][a ® b] vaut [xa @ b], on a
bien:
Ea(le@1p]la @ b]) = aEx([a @ b]).

Calculons maintenant E4([a @ b][a ® 1p]) = a(bgy) > a)(Ep,(b(p)) > 14). Gréce a
6.4.3 (i) et a 2.6.4, on obtient:

Ea(la @bl ®@1y]) = a(Ep, (b) > &) = a(Ep, (b) > 1a)a = Ex([a @ b])a.

— Vérifions 'égalité E4(x*) = E4(x)*. Grace a 6.4.3 (ii), on peut écrire

Eala®b]*) = Ea([b}y, > a* @ by)]) = (b7, > a") (Ep, (b)) > 1a) = Eg, (b°) > a”.

Comme Sj envoie B; sur B, on obtient grace a 2.6.4:
Ea(la®b]") = (S, B, (b)>-a)* = (a(S; 'Eg, () > 1))"

et 6.4.3 (iii) permet de conclure.
—Soit {u : p € P} une quasi-base de B sur B; (voir 3.3.2). Alors un élément
[a ® b] de A.B s’écrit:

[a®Db] = 2 [a@EBf(bup)u’;] = 2 [a(Ep, (bup) >1,) @ 1p][14 ®u;;]

peP peP
= Z[EA([H(@b][la ®Up]) ®1b][1ll ®M;}.
peP

Par involution, nous obtenons [a @ b] = ¥,cp([la @ up][Ea([la ® uj][a @ b]) 1]
c’est-a-dire pour tout x de A.B

x=) [La®@up][Ea([la ® up]x) ® 1p].
peP

— Nous calculons maintenant E 4 (x*x):

Eq(x*x) = ), Ea(x*[la @ ug))(Ep, (ugup)>1a)Es([la @ uy]x)
(p.g)ePxP

= ) Ea(x"[la®ug)[la® Ep, (ugup)))Ea([la @ up]x)
(p.g)ePxP

=Y Ea(x*[le @ up]) Ea([le @ ))x) =Y Ea([la @ 3]2)* Ea (10 @ 13])x).
peP peP

On en déduit que E4 est positive et fidele.
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(i) Le carré C est commutatif car on a ExEp = E4, ® Ep, = EgE4. On en
déduit que As = B; = AN B. 1l est symétrique par définition puisque A.B est
l'espace vectoriel engendré par les produits i,(a)iy(b),a € A,b € B. 1

COROLLAIRE. Pour tout [a ® b] de A.B, on a I'égalité:

tra(Ea([a @b])) = try(Ep([a @ D])).
Démonstration. Soit [a ® b] € A.B, alors

tra(Ea([a ®b])) = tra(a(Ep, (b) > 1a)) = tra(Ea, (a)(Ep, (b) > 1a)).

Par un calcul analogue on trouve try,(Eg([a ® b])) = try((1, <Ea,(a))Ep,(b)). Par
2.6.3,6.3.3 et 6.3.1, tr, et try coincident sur A; = B;. On conclut a 1’égalité:

tro(Ea(la ©b])) = try(Ep([a @ b])). 1

6.4.5. PROLONGEMENT DES TRACES tr; ET tr, A A.B. Le corollaire précédent
permet de prolonger tr, et tr, a A.B. Etudions ce prolongement.

PROPOSITION. La formule
tr([a @ b)) = tre(Ea([a @ 0])) = try(Ep([a © b]))

définit une trace normalisée fidele sur A.B. Par construction, les espérances E4 et Ep
conservent cette trace. On a aussi:

tr([a @ b)) = tra(Ep, (b) >a) = try(b<E4 (a)).

Démonstration. On vérifie facilement l'égalité: tr([1, ® 1;]) = 1. De plus tr
est une forme linéaire positive et fidele puisque E 4 est linéaire, positive et fidele.

Comme [x ® y] vaut [x ® 1,][1, ® y] pour montrer que tr est une trace, il
suffit de montrer, pour a et x dans A et b et y dans B, les deux identités:

(1) tr(fa @b][x ® 1p]) = tr([x @ ][a @ b]);
(2) tr([a@b][1, @y]) = tr([la @ y][a @ D).

Montrons la premiére, la seconde se démontre de maniere analogue. Gréce a 6.4.3
(i), on a:
tr([a @ b][x ® 1)) = tr([a(bq) > x) ® b(p)]) = tra(a(by > x)(Ep, (b(2)) > 1a))
= try(a(Ep, (b) > x)).
Comme tr, est une trace, a I'aide des formules 2.6.4 on peut écrire tr([a ® b][x ®

1)) = tra(a(Ep,(b) > 1,)x) = trg(xa(Ep,(b) >1,)) = tr([x ® 1][a @ b]). De plus,
pour tout [a @ b] de A.B, on al'égalité:

tr([a @ b)) = tra((Ep, (b) > 14)a) = try(Ep, (b) ). 1
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6.4.6. REPRESENTATION STANDARD DE A.B SUR LZ(A, tr).

PROPOSITION. ([3], 4.2) L'algebre A.B admet une représentation fidele 7ty sur
L%(A, ¢,) qui prolonge la représentation de A par multiplication & gauche. En parti-
culier, 7ty vérifie pour b dans B et a dans A,

g(0) Ag(a) = Ag (b a).

L'algeébre A.B est I'extension de Jones de Ay C A représentée sur L?(A, ¢,). Elle
est donc engendrée par A et py, projecteur de Jones de 'inclusion. Plus précisément, py,

vérifie: 71y(pp)Ap(a) = Ap(Fa,(a)).
Considérons I'isométrie U de L2(A, ¢,) sur L?(A, tr) définie par
UAg(a) = d™ 2y A (ags g1 ).
On vérifie facilement que la représentation 7 = UmyU~! de A.B prolonge la
représentation standard de A sur L?(A, tr) et le projecteur de Jones de I'inclusion

A; C A représentée sur L2(A,tr) est alors f, = dy g, /?p,g; /% En effet a
I'aide de 6.3.3 et 2.6.4, on obtient pour 4 dans A:

(o) Aw(a) = 29 2UAN(R 20 Fay (82 ag 281 2)
= &2y 2 UAG (g 2 Fa, (851 Pags 25 1%)
= dy Au(g VP Fa, (g5 Pag g )5l 281 %)
= dy " Au(Fa (85 %a851"%)) = Aw(En, (0)).
On vérifie facilement que Eg, (f,) vaut d?y 2.
PROPOSITION. L'algébre A.B est I'extension de Jones de Ay C A représentée sur

L2(A,tr,). Le projecteur de Jones est f, = dy~1g; Y2 p,g; V2 avec Ep, (f;) = d>y 2.

6.4.7. TRACE DE MARKOV.

Ep,
PROPOSITION. La trace tr est la trace de Markov normalisée de l'inclusion Ay C A

E
dont lindice est d=2~?. Cest aussi la trace de Markov de I'inclusion A ¢ AB.

Démonstration. Comme l'inclusion A; C A est connexe, il existe une unique
trace de Markov dont le module est I'indice de l'inclusion ([7], 2.7.3). D’apres
6.4.2 et 6.4.6, on a pour tout x de A

tr([x ® fy] = tr(Ep, (fp) > x) = d*>y 2tr([x ® 1))
On en déduit que tr est la trace de Markov de module g = d~292 ([7], 2.7.1).

E
D’apres 2.7.4 dans [7], tr est aussi la trace de I'inclusion A & AB. ]

6.5. L'INCLUSION M; C M,.
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6.5.1. CONSTRUCTION DE M; C M,. Comme le carré C est un carré commu-
tatif symétrique (6.4.2) pour les espérances conditionnelles associées a la trace de
Markov de l'inclusion A C A.B, il vérifie le corollaire 5.3.4 de [9]: La trace tr est
aussi la trace de Markov des inclusions As C A, By C B et B C A.B et on obtient
par construction de base une échelle périodique de carrés commutatifs (voir aussi
5.3.5 de [9]) qu'on peut préciser grace a 2.8.1:

A=A C A1=AxXB C Ay)=AXBxA C A3=AXBxAxB --.
U U U U
By=B: C Bi=B8B C By=Bx A - B3 =BxAXB

A la limite, on obtient une paire M; C M, de facteurs hyperfinis de type II1: M3

(respectivement M) est la fermeture faible de |J A;, (respectivement |J By)
neN neN
dans la construction GNS par rapport a la trace tr qui se prolonge.

6.5.2. De plus d’apres 5.7.1 de [9], le commutant relatif Mj N M est BN A. On
en déduit la proposition suivante:

PROPOSITION. Le commutant relatif Mj N My est 'algébre A; contenue dans
A = A,.

Démonstration. Le calcul suivant montre que les éléments de A; commutent
a B. Soient x € A;etb € B, alors on a:

[1,1 ® b] [x ® 1b] = [X(l) X b<1X(2)].

Grace a 24, on en déduit: [1, ® b][x ® 1] = [x1,q) @ b<al,p] = [x®@ (15 <
Lia))(b<al,p))] = [x®@b<al,] = [x ® 1][1, ® b]. D’autre part, si un élément x de
A commute a B, il commute a f;, et on a:

xfy = Ea,(x) fp-

Or d’apres 2.6.7 (iii) de [7], pour tout y de A.B, il existe un unique z dans A tel
que yf, = zfp. On obtient donc 1’égalité x = E4, (x) et x appartienta A;.

6.6. ACTION DE A SUR M;.

6.6.1. Comme en 6.2 et en 5.6 de [11], on peut transformer les produits croisés
a gauche en produits croisés a droite et obtenir 1’échelle de carrés commutatifs
suivante isomorphe a celle considérée en 6.5.1:

A C AxB C AxBxA C AxBxAxXxB --- C M,
U U U U U .
By C B - Bx A C Bx AxB - C My
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6.6.2. Nous généralisons maintenant la proposition 5.7 de [11].

PROPOSITION. Soient iz :a — [a®@1, ®1, ® - - - | l'inclusion de A dans M et
Ew, lespérance conditionnelle de My sur My conservant la trace tr. Posons

_ 1,-1/2,, ,~1/2
fa=4dy g Pags

L’application de My X A dans M,
x<a=d 2y En, (ia(gs V2ol xip(a)) x € Mjac A
définit une action extérieure a droite de A sur My telle que My = A x M.

Démonstration. Notons x = [b ® z] un élément de B, avec b € B et abusive-
mentz € A,_1. L'élément x vu dans A, C Mp s’écrit [1, @b ®z] et [1, ® 1, ® 2]
commute avec Ay. Observons l’action de A sur x:

x<aa=d 'yEy, (ia(gs_lpa)xia(ﬂ)) =d Em, ([ P @b @ 1]la®1, @ 2])

= d_l,)/EM1([ Pgﬂ ®b<lﬂ( ) ])

= d_l'YEMl([ Pags( )) (%9 b<1a( 2) ® Z]) (d’aprés 2.3)

= d 7 yE, (85 pa ® (1 <es(agr))) (baag)) @ 2])

=d ' yEpm, ([g5 ' pa © (1y2ag)) (b <ag)) ®2))

=d 'Enm, ([g5 pu®b<a® z]).
Aﬂ C M2

Le carré U U  muni des espérances conditionnelles conservant tr est

Bn C M1

commutatif, on en déduit x <a = d~'yEp ([g5'pa @ baa®z]) = d 1y[(1, <
Es.(85'pa))(b<a) ®z] = [b<a® z]. En effet d’apres 6.3.3 et 6.4.2, on a:

Ea (85 'pa) = dy '8 "Fa (pagi ') = dv g5 'Fa, (pags )
=dy g Fa, (pa)gs = dy !

L'application x +— x <a prolonge donc l’action duale [b ® z] — [b<a®z] de A
sur B, = B x A,_1. Elle définit une action a droite faiblement continue de A sur
M;j. De plus A x M = i,(A)M; est le facteur M,. L'action est extérieure d’apres
282et652. 1

6.7. CONCLUSION. On a donc montré que le C*-groupoide quantique connexe
fini A agit extérieurement sur le facteur hyperfini de type 1I;. On peut voir A
comme le commutant relatif d’une inclusion en complétant 1’échelle de carrés
commutatifs:

B C BXA C BXAXB C BXAXBXA --- C M

U U U U U
Bs =A; C A C AXB C AXBKXA e C My
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par construction de base verticale car le projecteur de Jones est, pour chaque
colonne, e; =/, ®1®1I® -,

Co=AxB C C=AXxBxA C CG=AXxBxAXxB C --- C M
U U U U
B - Bx A - Bx AXB c -+ C M.
U U U U
Ay - A - AXB - Cc My
Le facteur My = |J C, est engendré comme algebre de von Neumann par M;
neN

et ey, de plus on vérifie facilement 1'égalité e xe; = Ejq,(x)e; pour tout x de M;
puisqu’elle est vraie pour tout x de C, et tout entier n. Alors d’apres [17], la

tour My C M ecl M, est standard et le carrelage de carrés commutatifs construit
vérifie les hypotheses de la proposition 5.7.5.

On peut construire de méme le facteur Mz avece; = f,®1R1RQ1® - --.
On démontre alors a 1’aide du théoréme 5.7.6 de [9] que A (respectivement B) est
le commutant relatif M N M, (respectivement Mj N M3). En effet, on a:

MiNMy = (1,81, ® A) NAx B 1,

et on conclut comme en 6.5.2.

On peut donc munir A et B en tant que commutants relatifs de structures
duales de C*-groupoide quantique fini régulier. Quel rapport entre ces nouvelles
structures et celles de départ qui n’étaient pas nécessairement réguliéres? Le cal-
cul de la dualité héritée de l'inclusion My C M; en fonction de la dualité orig-
inelle donne la formule qui sert pour la déformation explicitée dans la partie suiv-
ante. On en déduit qu'on peut déformer un C*-groupoide quantique fini en un
C*-groupoide quantique fini régulier sans modifier la structure de C*-algebre.

7. DEFORMATION REGULIERE D'UN C*-GROUPOIDE QUANTIQUE FINI

On considere deux C*-groupoides quantiques finis A et B duaux. Le but
de cette partie est de déformer la structure de co-algebre de A (on peut bien str
faire de méme dans le méme temps pour B) pour faire de A un C*-groupoide
quantique fini régulier. Comme il ne sera question que de la structure de co-
algeébre de A, on ommettra I'indice A. L’étude de la structure de co-algebre de B
est analogue.

7.1. ELEMENTS SEPARATEURS. D’apres 2.3.4 de [15], (S ® id )(A(1)) est un élé-
ment séparateur de A; @ A;. Plus précisément, les relations utiles sont, pour z
dans Ay

AD(S N 2)®@1) =41)(1®2), (S z)@1)A(1) = (1®2)A(1).
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Si{A; :i € I} est une famille d"unités matricielles de A; = ® My, (C)g; telle
i€l

que I'élément A; appartienne au facteur My, (C)g;,, posons g = ¥ Lare .
! iel i

Ji

Alors (S~ ®id )(q) vérifie aussi, pour z dans A:
(57 ®id)(9)(sH(z) ®1) = (7' ®id)(9)(1®2),
(S'z) 1) (St @id)(g) = (1®z)(S @id)(q).
7.2. PROPOSITION. Il existe un élément k positif inversible de A; tel que:
(i) k2 = 10)S(111y);

(ii) k? soit la dérivée de Radon-Nikodym de la trace canonique de Ay par rapport i la
restriction de la co-unité a Ay;

(iii) A(1) = A(1) (S @id)(q);

(iv) A(1) = (1@ k)57 @id)(g);

(v) la restriction de S* & AsAy est Ad (k=2S(k?)); en particulier S (k) vaut k.

Démonstration. Le début de 1’énoncé est le lemme 4.6 de [4], la derniére se
trouve dans des notes manuscrites de K. Szlachanyi.

D’aprés 7.1, on peut écrire A(1)(S™! ®@id )(q) = A(1) (1 ® Yier nij,/\;'k)‘i) =
A(1). On obtient donc (iii) et pour (iv), on écrit 1
A1) =A1) (S @id)(q) = (1©1)S(11))(S ' @id)(g)-

On a aussi A(1) = (S71(K?) ® 1)(S™' ®id )(q) et de A(1) = A(1)*, on déduit
l'égalité, pour tout i de I: ST1(A;k?) = ST1(A¥k?)*. Comme S o * est involutive et
que les A; engendrent A; , pour tout z de A; ona S~1(zk?) = S(k?z). On en déduit
les deux égalités:

S2(z) = k2zk?,  S*(S(z)) = S(k*)S(z)S(k™2).

Comme A; et A; commutent, on peut traduire les deux expressions de s?
par(v). &

On trouve une proposition analogue dans [20].

7.3. NOUVELLE DUALITE ET DEFORMATION DES CO-ALGEBRES. On consideére
une nouvelle dualité entre A et B:

[a,b] = (kaS(k),b), a€ AbeEB,
et la structure de co-algebre définie sur A par cette dualité:
Aa)= 1@k Ha@@A k™),
€(a) = e(kaS(k)) = e(S(k)ak),
S(a) = S(k")kS(a)k'S(k).
De plus, le projecteur A(1) vaut (5~ @ id )(q).
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THEOREME. L'algebre A munie de sa structure d’algebre originelle et de cette nou-
velle structure de co-algebre est un C*-groupoide quantique fini régulier.

Démonstration. Les nouveaux co-produit, co-unité et antipode étant définis
par dualité, il suffit de vérifier les propriétés propres aux C*-groupoides quan-
tiques.

Vérifions que le nouveau co-produit est un homomorphisme d’algebres in-
volutives. D’apres 7.2, pour tous x et y dans A, on a:

Ax)A(y) = 1@k HAX) 1ok H)Ay)(1ek™)
= 12k HAaX)A)A 2k H)ADAY) 1ok
= 1@k HAx)A1) (S @id)(9)Aly) (1 @k t) = A(xy).

L'égalité A(x)* = A(x*) est évidente.

Le projecteur A(1) vérifie 'égalité (A® 1)A(1) = (1® A(1))(A(1) ®1). En
effet, comme k commute a A, on a:
(1@ A01)(A(1) @1)
=(1elekH(lesl)(1leok ek A ek el)

=1k 'erH(1eal)(A1)e)Aek ' ek™)
=(1eklerH)Aeid)A0)(1ek ek = (A21)A(1).

On pose A(y) = ® ¥(2) et on démontre sans probleme la relation £(xyz)
z

= &(xy(1))eY(2)2), ( ) € A3. Vérifions maintenant la relation entre A, € et S
pour a dans A:

EF®id) (A1) (a®1)) = (e®id )((S(k) @k 1)A(1)(ak @ k1))
= (e®id)(A(1)(ak® 1)k~ (d’apres 7.1)
=m(id © S)(A(ak))k " =ag)kS(ag) )k~ =a(1)S(k*)S (@ 5)).
On a donc montré pour a dans A:
(F@id)(A(1)(a®1) = a)S(k*)S(d ).
On écrit cette relation pour I'unité: 1 = (E@id )(A(1)) = T(l)S (k?)S (T(z)).
Or E(l)S(kz)g(E(2)) vaut ()1 S(k%)S(1 2 ))g(ﬁ(z)), on obtient donc
(F®id)(A(1)(a®1)) = m(id @ S)(A(a)).
L'involutivité de S sur les sous-algebres co-unitales est évidente. 1

On peut donc déformer toute paire de C*-groupoides quantiques finis en
une paire de C*-groupoides quantiques finis réguliers sans modifier la structure
de C*-algebre.
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